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| PROPAGATION DANS LE VIDE 


DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES. 
L'ONDE PLANE. 


Le chapitre précédent (Électromagnétisme (1) : Équations de Maxwell) nous a permis d’établir les équations 
aux potentiels : 


> A > 4 
AA okoy = — koj (Electromagn. 8-7) 
2 
AV — ëlo AL (Électromagn. 8-8) 
ôe? Eo 
> ôV ž 
div A + too = 0 (Electromagn. 8-3) 
et les équations résolues par rapport aux champs 
E 27 7 Í | 
AE — ne = 1 grad p + PA (Electromagn. 8-11) 
ĝt? “+ ôt 
+ ô? -p + 2 
AB — Er = — Mo 'rotj (Électromagn. 8-12) 


et de montrer comment elles permettent de calculer le champ électromagnétique à partir des « sources » 
de champ électromagnétique que constituent les charges et les courants de densités p et j. 


Dans ce chapitre, nous étudierons le champ électromagnétique en quelque sorte pour lui-même, et 
indépendamment des charges et courants qui lont créé. Une fois produit, le champ électromagnétique 
décrit par la théorie de Maxwell présente, quelle que soit son origine, une série de propriétés carac- 
téristiques qu’il importe de mettre en évidence : essentiellement, nous serons conduits à introduire la 
notion d'ondes électromagnétiques. 

Ces ondes, nous les étudierons ici dans le vide, en supposant nulles les densités de charge et de courant 
(le cas des ondes électromagnétiques en présence de particules chargées sera examiné au chapitre 11). 


Avec p = 0, j = 0, les équations données plus haut se simplifient en : 


+ 


” 2 2 , 

AA — eoo TE = 0 AV — Bolio =0 (Électromagn. 9-1) 
à 2E s 32B À 

AE — oo er =0 AB- Coko er = 0 (Électromagn. 9-2) 


Autrement dit, les composantes des champs E et B et du potentiel vecteur, et le potentiel scalaire 
satisfont à l'équation générale : 


2 2 
Of = Af — eoo TE = Af — ee 0 (Électromagn. 9-3) 


ÉQUATION DE PROPAGATION. 


(9.3) constitue une équation d'onde où équation de propagation. La fonction f qui lui obéit décrit une 
grandeur physique qui évolue dans le temps et dans l’espace en simulant un déplacement, comme c’est le 
cas pour toutes les ondes, particulièrement en mécanique (t). Montrons-le dans un cas particulier. 


(1) Cf. p. ex. notre fascicule Vibrations. Ondes dans la même collection. 
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Supposons que f ne dépende, avec f, que d'une seule variable d'espace, soit x. (0.3) devient alors 
l'équation d'onde « à une dimension » 


2 2 
n = LT = 0 (Électromagn. 9-4) 
x c? ôt 


dont la solution générale est (cf. Exercice 9-1) : 


f(x, = F(x — ct) + G(x + ct) (Électromagn. 9-5) 


où F et G sont des fonctions d’une seule variable. 

Dans (9-5) F(x — ci) représente un signal qui se propage avec la vitesse -+ c suivant l'axe (orienté) 
des x. En effet, si à l'instant f, et au point d’abscisse x, la fonction a la valeur F(xo) avec x9 = X1 — Cl, elle 
retrouvera cette valeur à l'instant ultérieur t, en un point d’abscisse x, telle que la combinaison (x, — ctz) 
reprenne la valeur x, : dans les deux cas, la fonction F a même argument xo. On en déduit : 


X = Xo + Ct, = X; + ct, — t) 


Au bout d’un temps t = f, — t, On retrouve même valeur du signal en se déplaçant de ct le long 
de l'axe des x. Le graphe de la fonction f(x, t) est le translaté par ct du graphe de f(x, tı). D'où cette image 
d’une « propagation », à la vitesse c, des solutions de (9.4). 

En écrivant G(x + ct) sous la forme G(x — c'f), c' = — c, nous voyons de même que cette fonction 
décrit un signal qui se propage en sens contraire, et remonte l’axe F 
des x à la vitesse c. 

Cette interprétation de (9-3) n'est pas limitée au cas à une 
dimension et peut être étendue à des géométries plus complexes 
(cf. Exercice 9-2). 

Nous voyons ainsi que les équations qui règlent, dans le vide, 
le comportement des grandeurs liées au champ électromagnétique X X2 x 
leur imposent de se propager, à la vitesse me. 9.1 


1 


V EoHo 


et de se manifester par conséquent sous forme d'ondes électromagnétiques. 

La théorie de Maxwell suggère ainsi l'existence d’un nouveau type de vibrations, affectant non plus la 
| matière (comme les ondes de l’acoustique ou les ondes à la surface des liquides) mais le champ électro- 
l magnétique. : i 
l La vitesse (9-6) se confond d’ailleurs, numériquement, avec ja vitesse de la lumière telle que la définit 

et l'étudie l'Optique traditionnelle. A ce point, il devient ainsi naturel de considérer : 

— que la «lumière de l’Optique », c’est-à-dire la lumière visible, est elle-même constituée de 
vibrations électromagnétiques 

— que d’autres ondes électromagnétiques, se distinguant par leur fréquence, ou leur longueur d'onde, 
des vibrations lumineuses, doivent pouvoir être excitées et détectées par des sources et des récepteurs 
appropriés. 

Ces conséquences de la théorie de Maxwell ont eu une importance historique considérable, comme 
nous l’avons déjà souligné : | 

— c'est à leur niveau, par la découverte des ondes électromagnétiques que nous appelons maintenant 
ondes radio ou ondes hertziennes, dont la longueur d'onde dans le vide est de l’ordre du mètre, que 
Hertz a pu « vérifier » la théorie de Maxwell, ce qui l’imposa finalement. 

— du même coup, Optique traditionnelle, qui jusque-là raisonnait d’ailleurs sur des vibrations lumi- 
neuses dont elle ignorait la véritable nature physique, se voyait ouvrir un nouveau champ d'investigation. En 


même temps se fondait une discipline nouvelle : la radio-électricité. 


tests t=t2 
C (ty = t ) 


c= (Électromagn. 9-6) 
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M. 


PREMIÈRES CONSIDÉRATIONS SUR VONDE PLANE. 


Gardons la géométrie « à une dimension » du I : les champs et potentiels sont supposés ne dépendre 
que de x et t. 

On suppose de plus sinusoïdale, et de pulsation œ, leur dépendance en temps. Adoptons des notations 
complexes (chaque fois que ce sera possible) et convenons d’indiquer cette dépendance par un facteur e” ior 
(nous excluons donc, arbitrairement, une dépendance notée e"). 

D’après (9-5) les grandeurs électromagnétiques ne peuvent dépendre que de (x + ct), pour satisfaire 
à (9-1) et (9-2) : la dépendance sinusoïdale en temps entraîne par suite une nécessaire dépendance sinusoïdale 
vis-à-vis de la coordonnée spatiale x, et l’argument de l’exponentielle complexe écrite plus haut doit être 


complété en : 


alx 


-- propagation suivant les x > 0, (dépendance en (x — ct), ou en (: — ) : variation en exp i(kx — œt) 
— propagation suivant les x < 0, (dépendance en (x + ct), ou en (: + 5) : variation en exp i(— kx — œt) 


avec k= (Électromagn. 9-7) 


k constitue le nombre d'onde. On peut récrire (9-7) en faisant intervenir le facteur : 


exp 2in( + ž - +) (Électromagn. 9-8) 
où 
2n ; 
À = To cT est la longueur d'onde, 
(Électromagn. 9-9) 
2n Fa 
T = pA la période 


+ 


V, À, E et B sont, pour une propagation vers les x > 0, cas auquel nous nous limiterons, de la forme 


V = V, exp i(kx — ot) À = À, exp ifkx — œt) 
Ē = E, exp i(kx — œt) B = B, exp ikx — wt) 
(À, a pour composantes A5 Aow Aoz EtC.…). 
De la condition de Lorentz (8-3) nous tirons : 
ðA, 1 8V io 
+ EN, 


0 = =ikd, -=h et W=cA 
ôx ‘ «7 ôt 0s z °? s 95 
D'où, avec i 
B=rotA: B,=0 ; Bo = — ik' Ao EPR 
| (Électromagn. 9-10) 
Boz = ik° A5, 
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in 


et avec 
E= — gad V- Es, = — ikV, + iw4s, = 0 


(Électromagn. 9-11) 
Eo 


y» = 049 ; Eo = iwAoz 


On voit ainsi : An 
— que les deux vecteurs Ë et B restent transverses, c’est-à-dire perpendiculaires à la direction x de pro- 
pagation (Eos = Box = 0) . 
— que É et B sont en tout point et à tout instant perpendiculaires 
(le produit scalaire E- B= (— ikd (iwA,) + (ik A iwA,) est identiquement nul). 
— que les modules des deux champs vérifient : 
IE] = c |B] (Électromagn. 9-12) 


(Revenons en notations réelles, puisque nous faisons des produits de grandeurs sinusoïdales. Les composantes 


| se r : 
non nulles de E et B sont toutes en cos | kx — œt + 3) = + sin (kx — œt). On a donc : 


|Ē|? = E2 + E2 = w(48, + 42.): sin? (kx — ot) 
|B|? = B2 + B? = k?(45, + Ady)’ sin? (kx — œt) 
et 


Ë o ce 

Nous redémontrerons plus loin toutes ces propriétés fondamentales par diverses méthodes ; mais nous 
disposons désormais des résultats essentiels, avec lesquels il conviendra de devenir familier. La plus grande 
difficulté est d’ailleurs, semble-t-il, de bien comprendre ce. 
qu’on peut appeler la « structure » de londe plane : toute 
une carte du champ électromagnétique qui, si on la consi- 
dère à un instant donné, présente une symétrie de transla- 
tion perpendiculaire à la direction (ici Ox) de propagation 
(il n’y a pas de variation du champ avec yet z) et une pério- 
dicité sinusoïdale, parallèlement à la direction de propa- 
gation, caractérisée par la période spatiale À (longueur 
d'onde): quand le temps s'écoule, ce champ est entraîné 
à la vitesse c parallèlement à la direction de propagation : 
un observateur fixe voit donc passer à son niveau, succes- 
sivement, les champs qui étaient associés, dans le système © 
« immobilisé » que nous venons de décrire, aux différents 
plans d'onde, c’est-à-dire aux plans perpendiculaires à la direction de propagation, et sur chacun desquels le 
champ garde même valeur. Quand passe le plan d’onde P, distant de À du plan d’onde P,, le champ reprend 


FiG. 9.2 


même valeur qu’au passage de P, : ceci demande le temps — T égal à la période (période « temporelle » 


ici) de l’onde considérée. 


ÉTUDE PLUS DIRECTE. 


Retrouvons les résultats précédents dans la même géométrie (variation spatiale avec x seulement, et 
propagation dans la direction des x positifs) mais sans imposer dès le départ la dépendance en e**,eten par- 
tant directement des équations de Maxwell. Lā dépendance par rapport au temps est sinusoïdale, et représentée 
par la présence systématique d’un facteur exp (— iœt). | 

Des équations : 


divËE-0 , divB=0 
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nous tirons : 


ôE, ôB, _ 5 
z 0 ; a =O et E,=B =0 
Les champs sont transverses. 
54 ôB __, 1 È 
Les relations : rot E = — —— — rot B=-—:— donnent : 
ôt c? ôt 
ðE, -E 
t EEA S . 
T Le ioB, ; 
l'absence de dépendance avec y et z nous permet de confirmer la relation B, = 0. 
ôB ðB — iw 
l. E E == 
ôy  Ôz c? Ex: 
qui redonne de même E, = 0. 
ÔE ÔE 
ae Z = + = 
Ax ioB, 3x ioB, 
en CE 
ôx c? ôx c? 


k =~ et: k= 


Le 


Il en est de même des autres composantes du champ électromagnétique, et nous retrouvons ainsi (9-7), 
Compte tenu de cette dépendance vis-à-vis de x, les équations de Maxwell nous permettent d’écrire : 


— ikE, = ioB, ikE, = ioB, 


d’où nous tirons : 
0: Eet B sont perpendiculaires 


E,-B,+E,:B, 
et … E 
K?(E° + EŻ) = œ?°(B? + B3) ; |E] = c- |B]. 


Supposons maintenant que la propagation se fasse non plus dans la direction de l’axe Ox, mais dans 
celle, quelconque, que repère le vecteur unitaire à. 

Dans un système d’axes où ÿ est parallèle à l'axe, soit OX, des abscisses, le champ électromagnétique, 
d’après étude précédente, varie en exp (kX — œt). Or si Fest le rayon-vecteur du point d'observation, on a : 


X=rřü 
et le champ électromagnétique est caractérisé par une variation en exp i(kū : F — œf) soit exp i& : F— œt) où 
> A o É > 
k=Rk'ü, Ce = a (Electromagn. 9-13) 


sera appelé le vecteur d'onde. 
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Les champs et potentiels prennent alors la forme : 


V = V, éF- > À = À et P-o E 
RN aran a a Erco (Électromagn. 9-14) 
E = E,e ; B=B,e 


Exploitons directement (0-14) pour une redémonstration directe des propriétés de londe électromagnétique 
plane. 
Remarquons d’abord que pour un champ de vecteurs, À par exemple, donné par (9-14), on a : 


divA=ik. À rot À = ik À À (Électromagn. 9-15) 
et pour un champ scalaire tel que V, on peut écrire de même : 
grad V = ikV (Électromagn. 9-16) 
(on a ainsi : 
l'a —— 
cd k‘ V = grad, V 
d’où (9-16). La démonstration de (9-15) sera donnée en exercice). 
De 


dvĒ=0 , divB=0 
nous tirons alors : 


EE=RB=O0 = 
et la condition de transversalité des champs Ë et B. E 
De 
za ôB a 1 Æ 
rot E ES DRES Pa 
nous déduisons : 
ik a Ë = ioB ; kaĒ=o: B 
iw © 5; 
ika B= -— Ë 5 ka B= SE 
c? e? . Fic. 9.3 


équations qui prouvent la perpendicularité de Bà Ëetk (on retrouve la transversalité), et celle de Eak (et B). 
Par élimination des champs, on obtiendrait : 


ka (ka È = olka B)=-—"E= -k.E 


et la relation déjà donnée entre le nombre d'onde et la pulsation : 


€ 
k=, 
€ 


et finalement : 
ue © is > -> 
RBS « Ë = e- Ë 
Tous ces calculs, que nous avons longuement développés sous des formes légèrement différentes, seront 


abondamment repris par la suite, et en particulier quand on étudiera les ondes planes se propageant dans 
des milieux comportant des charges mobiles (et pour lesquels p et j cesseront d’être nuls). Ils font partie de la 
pratique courante de l'analyse mathématique en électromagnétisme ; leur maniement est absolument nécessaire. 

Pour terminer, quelques mots sur le mécanisme de propagation de londe électromagnétique. On aura 
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remarqué la nécessité de faire intervenir le courant de déplacement de Maxwell pour aboutir aux résultats 
donnés plus haut : dans le vide, la densité du courant de conduction disparaît ; en l'absence de courant de dépla- 
cement, le théorème d'Ampère donnerait : 


KAB=0 


Comme il est exclus que k et B soient colinéaires, È ou B doivent être nuls et le champ électromagnétique 
disparaît, au moins sous la forme où nous l’avons trouvé ici. 

De manière plus imagée, imaginons qu’un champ magnétique 
variable apparaisse dans une région (l) ; il produit autour de lui un 
champ électrique d’induction, lui-même variable, en particulier dans 
la région (). À ce champ variable correspond un courant de dépla- 
cement autour duquel apparaît un champ magnétique par exemple 
dans la région 8). Au total, le champ magnétique est passé de 
en () : il y a bien eu propagation, et le courant de déplacement, 
comme l'induction électromagnétique, en sont les intermédiaires 
nécessaires. 


POLARISATION DE L'ONDE ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 


Reprenons la géométrie du § IT : propagation à la fréquence œ parallèlement à l'axe des x (dans la direction 
d’orientation de cet axe). Il nous reste à décrire l’évolution du champ électromagnétique entre deux plans 
d’onde distants de À, à un instant fixé, compte tenu du fait qu’il reprend même valeur sur ces deux plans d'onde ; 
il revient d’ailleurs au même de considérer l’évolution au cours du temps du même champ, en un point fixe, 
entre deux instants t et t + T (où T est la période associée à œ), le champ ayant même valeur pour 
ces deux instants. K 

La discussion précédente nous a montré qu’à un instant et en un point donné, le vecteur B se déduit du 
vecteur Ë par une similitude d’angle x/2 et rapport 1/c (rappelons que ces deux vecteurs, « transverses », sont 
confinés dans un plan perpendiculaire à la direction de propagation Ox). Il suffit donc de décrire le comporte- 
ment du champ électrique Ë et d’en déduire celui de B, si besoin est, par une transformation géométrique. 

Cette description de E revient à définir ce qu’on appelle traditionnellement la polarisation de l'onde plane. 
Le terme est hérité de l’optique pré-maxwellienne : les fondateurs de Poptique ondulatoire (Fresnel, Young, 
Arago etc...) avaient remarqué que la lumière (dont ils ignoraient la nature électromagnétique exacte) pou- 
vait être caractérisée par une grandeur de nature vectorielle, autrement dit un champ de vecteurs, qui consti- 
tuait ce qu’ils appelaient la « vibration lumineuse », ou le « vecteur polarisation ». Les différents comporte- 
ments de ce champ caractérisaient différents types de « polarisations » (lumière non polarisée, polarisée 
rectilignement, circulairement, etc... Cf. ci-dessous). Il apparut plus tard que le « vecteur polarisation » n’est 
autre que le champ électrique associé à l’onde. C’est donc à une étude succincte de la polarisation que nous 


allons procéder ici. 
Les composantes de ce vecteur sont en : 


E, = Eo, exp ikx — wt) E, = E, exp i(kx — wt) (Électromagn. 9-17) 


A x fixé, par exemple x = 0, il reste 
E, = E„ exp (— iot) E, = Eo, exp (— iœt) 
où Eo, et Eo, sont des composantes complexes. Néanmoins, un choix convenable de l’origine des temps (ou 


des abscisses) permet toujours d’annuler, par exemple, l'argument de Eo, que nous supposerons donc réel, 
et de poser : 
Es: Fe Eoy °&* EXP (ie) 
où west réel et positif. A | 
Étudions alors comment peut varier E avec ¢, autrement dit quelle trajectoire décrit l'extrémité de ce 
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vecteur pendant une période T. Revenons en notations réelles : (9-17) devient, compte tenu des simplifications 


précédentes : 
E, = Es, cosœt E, = «Eo ' cos (ot + ø). (Électromagn. 9-18) 
1° Pour p = 0, E, et E, restent proportionnels quel que soit ¢ et l’extré- E, 
mité du vecteur E décrit un segment de droite : A —,0 > B — O — A, d'un y 
mouvement sinusoïdal. Y aE A 
On dit que l'onde est polarisée rectilignement suivant AB. | \ 
On appelle plan de polarisation le plan défini par le champ B (autrement E "E 
dit la direction À perpendiculaire à la direction AB de polarisation) et la \ oy =y 
direction (ici Ox) de propagation. B X 
AMplan de polarisation) 


2 Pour o= + 5» œ = 1, il vient : E, = Ep, cos œt 
,= + Eo sin œt Fic. 9.5 
L'extrémité du vecteur Ē décrit un cercle de rayon E;, à la vitesse angulaire uniforme œ, dans Pun ou l'autre 
sens suivant le signe de ©. 
On dit que londe est polarisée circulairement. La polarisation est dite | Polarisation 
circulaire droite si, pour un observateur recevant londe plane, la rotation i \:.. FINIR 


de Ë se fait suivant le sens des aiguilles d’une montre, Sinon la polarisation # \ 
est circulaire gauche. 
t ES Droite Gauche 
3 Pour @ = + 5 (œ quelconque), il vient : E, = Eoy : cos œt | Erc. 9.6 


E = t «Eo sin œt 


et l'extrémité de Ē décrit maintenant une ellipse d'axes Eo, et &Eo,. Ici Porarisation 


encore, deux sens de rotation sont possibles ; suivant le cas, on parlera d’une elliptique 
polarisation elliptique droite ou d’une polarisation elliptique gauche. F4 

4 ọ et à quelconques : | 

On peut montrer que la polarisation est ici encore elliptique, mais les Droite Gauche 
axes de l’ellipse décrite par l’extrémité du vecteur Æ ne sont plus parallèles Fia. 9.7 


aux axes de coordonnées. 
La polarisation elliptique constitue donc le cas général (cf. Exercice 9-8) : on remarquera d’ailleurs que 
les polarisations circulaires ou rectilignes n’en sont effectivement que des cas particuliers ou dégénérés. 


Fic. 9.8 


Il peut être utile d'illustrer par un schéma l'allure du champ de vecteurs Ẹ dans l’espace, à un instant fixé, 
pour une polarisation elliptique, entre deux points A et B d’une parallèle à la direction de propagation distants 


12 


PROPAGATION DANS LE VIDE 
DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES. 
L'ONDE PLANE. 


d’une longueur d'onde. (Chaque point 4, M, N..., est le centre d’une ellipse égale à celle que décrit Ë avec le 
temps, en un point fixe, et tracée dans le plan perpendiculaire à à la direction de Propane mené par ce point. 


On schématise le sens de rotation de Ë qui accompagne un déplacement parallèlement à la propagation. La 
polarisation est-elle ici droite ou gauche? (Cf. Exercice 9-9.) 


Remiarque. — Certains générateurs, en particulier dans le domaine des ondes radio ou centimétriques, 
donnent directement des ondes polarisées. Dans le domaine de l’optique, les sources lumineuses traditionnelles 
(c'est-à-dire les arcs, les lampes etc..., par opposition aux lasers) donnent des vibrations électromagnétiques qui 
sont la superposition d’ondes émises indépendamment par un très grand nombre de sources individuelles de 
dimensions atomiques. Ces sources, pas plus que les ondes qu’elles émettent, ne sont corrélées : le rayonnement 
obtenu par superposition est « incohérent ». En particulier, il n’a pas de polarisation bien définie. (A l'inverse 
le rayonnement du laser est « cohérent »). 

Cependant, on peut, en sacrifiant une partie du flux lumineux, transformer ce rayonnement en une vibra- 
tion polarisée, au moyen de lames cristallines convenablement taillées, de lames «dichroïques» etc, c'est-à-dire 
de corps qui ne sont transparents qu’aux champs électriques parallèles à une certaine direction, et absorbent les 
autres. De tels dispositifs constituent des polariseurs. Par des associations convenables, il est possible de pro- 
duire les trois types de polarisations : rectiligne, circulaire et elliptique. 
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EXERCICES 


opagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 
L'onde plane. 


[9-1] Montrer que la solution générale de 


X=x- ct x=-(X + Y) 
E 2 
d'où i 

Y =x+ct t =3(X - Y) 


On a, quelle que soit la fonction f(x, ) = f(X, Y) : 
of ôf əX of Y- öf öf 


ôx OX ax OY öx  0X TY | 
at d)- (NU) A2) 2On x QE 


ôx? ôx\ox 67) ox\ox) ôx Yox] əx əx \ov) ox * 5 \ ay) à 
Pf à CAR 
= + —2 +2 ; 
OX? aY? “3X ƏY 
De la même manière : 


1 4) -ia ôf oY ôf ô 


ô(ct)) X Aed 6Y cn F 


ano a OOo 


c ôt |T 


Pf f of 
= + 2 
0X? . 3Y? “XoY 


L'équation 
CE APE ES 
Où Lo 
peut donc se récrire : 
2 
RENE 
ôX ƏY 


soit 


als) =0 et = = g(¥), 


où g(Y) est une fonction quelconque de la seule variable Y, équation qu'on peut intégrer en 


S, V) = FX) + GP) 


EXERCICES Propagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 


L'onde plane. (SUITE) 


où G(Ÿ) est la primitive de g(Y) et (X) la « constante » de l'intégration par rapport à Y, qui n’est constante 
que vis-à-vis de Ÿ, mais peut être fonction de X. 
Ainsi f(x, £) est bien mise sous la forme proposée par l'énoncé. 


[9-21 Trouver, en coordonnées sphériques, la forme générale des solutions de équation de propagation qui ne 
dépendent que de la distance r à l’origine des coordonnées. 


f : ; . i 12? ; a 
Soit f(r, t) la solution cherchée de l’équation Af — ns = 0, qui se réduit ici, f ne dépendant que de r 
(cf. (1.31)), à : c* ôt 


e MEF e 


r? ôr ôr 2e ge 
1 2 
Posons f(r,t) = “à g(r, t), il vient : 
film. t,. Si, a 
Ôr  r Ôr P r ôr 


2 2 
2). e e 
ôr? ô ôr ôr? 


glr, ) = F(r — ct) + G(r + ci). 
La « fonction d’onde » f elle-même est de la forme : 


1 1 
f(r, t) =z: Fh — ct) + G(r + ct) 
Ici encore les fonctions F(r — ct) et G(r + ct) marquent une propagation à la vitesse c, radiale, à partir de 
l’origine O, ou vers cette origine. Mais au fur et à mesure que le signal étudié s'éloigne de l’origine, son 
amplitude décroît de façon inversement proportionnelle à la distance à O. 


[9-3] Soit un champ de vecteurs A(r,t) = À 5 ei®-F-0n où le vecteur d'onde K a pour composantes k,, k, K, et 
le vecteur (constant avec F et t) Aos Áoxs A5, Aoz: Démontrer les relations : 


-> + — > + 


divA = ik: À; rot À = ik A À 
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Propagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 
L'onde plane. © (SUITE) 


EXERCICES 


À a pour composantes A, = 49, Exp Ü&,x + ky + k,z — œf), etc... On a: 


. >  0À ÔA À ĉA zo 
d: ee X y z X = j i(k- F — ot) 
iv À 3x + 3y Fa avec x ik Ao, € 

= ik, Åy 
et des relations analogues pour 84, et 24 

ôy  Ôz 
Finalement, il vient : 
div À = ik A, + ik,A, + ik, A, = ik À. 

rot À a pour composante suivant x : rot, À = A Z 24, soit 


rot, À = ik, ` A4, — ik,A, = i& À À), 
et des relations analogues pour les autres composantes; d’où : 


rot À = ik À À 


[9-41 Soit le champ scalaire PF, 0 = Vo ei E-F- (avec les mêmes notations que pour l’exercice (9.3). Montrer 
qu'on a 


grad V= ik- V 
1 REEE 


x vaut : 2 CV, exp ifk,x + k,y + k,z ~ œt)] 
soit : grad, V = ik, e'Ë772® = ik: V et de même pour les composantes en y et z. D'où la relation 
demandée 


grad V = ik- V. 


(Au passage, remarquons que, tant pour le champ de vecteurs de l'exercice précédent que pour le champ 
scalaire V e!*77°®, on peut écrire : 


oV ĝA ÔA 

Re . £ = — j CAT ns L 

zi ioV ; Fr ioA, , En imA, etc. 
soit finalement H = — jwÀ. 


[9-5] Les champs À = 4, „eiĒ7-0 et B= iB, 7-00 où À, et B, sont des vecteurs de composantes 
réelles sont-ils orthogonaux ou en quadrature ? 


EXERCICES | 9 | Propagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 
L'onde plane. (SUITE) 


En quadrature, naturellement : l'argument de l’exponentielle imaginaire figurant dans Ë peut s'écrire 


us NOT ob T > 3 ; j : 
(en y intégrant le facteur à) : k: F — ot + 3: Comme les facteurs À, et B, sont réels tous deux, et n’introduisent 
K POE: PER gai : T . E AEN 
pas de déphasage, 4 et B présentent donc un déphasage permanent de 5 ; ce qui les définit comme « en quadrature ». 
Attention : il est tentant de rapprocher le calcul en complexes de la construction de Fresnel, qui est, 
finalement, une représentation géométrique de ce calcul dans le plan complexe, après élimination du facteur 


trivial e/# 7-20, Les deux grandeurs en quadrature, À et B ou leurs composantes, sont alors représentées dans ce 
plan par des vecteurs orthogonaux. Mais il n’en est pas de même des deux vecteurs À et B de l’espace réel, (et non 
plus situés dans le plan complexe) : ils ne sont orthogonaux que si c’est le cas de À, et Bo, et indépendamment du 
facteur à. 


[9-6] Soit, dans le vide, un champ électrique de composantes 


E,=0 , E,=0 , E, = Ege“ 7™, 


Calculer sa divergence et son rotationnel. En déduire les composantes du champ magnétique B qui 


l'accompagne; évaluer div B et rot B. Quelle relation doivent satisfaire « et £ pour que soient satisfaites 
les équations de Maxwell ? 


Danai . +. E ; uni f i 
On a immédiatement : div E = —2 = 0 (cohérent avec le théorème de Gauss, avec, puisqu’on est dans le vide, 


Ôz 
une densité de charge nulle.) 
rot Èa pour composantes : 
ðE, dE 
= Z ea a aas 
rot, E à 5z 0 
ÔE, CE, 
rot, E =- tn 7 PE 
+ E, E 
= t — X — 
rot, E x 2) 0 
: ee ðB +, Se 
La loi de Faraday donne : rot E = — Er B n’a de composante non nulle (si on élimine un champ constant 


dans l’espace et le temps, sans intérêt ici) que B, avec : 


ôB, 
ôt 


= BE, etat — Bx) 


y 


B = _BE et- 8x) 
g 2 


ve io 
ôy 


comme il convient. 
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HuLi. — Électromagnétisme — Il 2 


ropagation dans le vide 


m 


EXERCICES 


des ondes électromagnétiques. 
L'onde plane. (SUITE) 


Il vient d'autre part : 


ðB ðB f 
rot B=- 2-0 ; rot, B=0 ; rot, B == = = Eg e7’, 
* ôz y f ôx æ o 
Le théorème d'Ampère nous impose d’avoir : 
> ÔE ; 7 
rot, B = pHo =. Soit B E, = £olotE,. 
ôt à 
La relation demandée est en : | 
«2 = pe? {où c est la vitesse de la lumière). 


(On la vérifierait, en particulier, pour une onde plane avec « = iw, p = ik). 


[9-7] On considère un champ électromagnétique d’onde plane dans le vide, caractérisée par le vecteur d’onde k 
et la pulsation œw. Exprimer en fonction des potentiels À et V, de k et œ, la condition de Lorentz et les champs £ 
et Ë. 


H vient d'autre part : 


B=1iotA=ik À A (et B est transverse). 


E= -gad V -Åf = KV +ioÂ 


(Remarquons la relation : 


2 


k- Ë= -ay iok 4 = ft A- Sy) 
c 


2 
[69] PIA =b Eey -> m> 
avec k? = =). La condition de Lorentz nous donne k> E = 0 : le champ Æ est transverse comme B. 
c 


E et B sont, d'autre part, perpendiculaires : 


+ Era 


E- B=(- RV + iwA)- (ia À) = VR-(R À À) — oi krs 


(les deux produits mixtes sont nuls). Nous retrouvons ici une démontration très simple des propriétés 
fondamentales de l’onde plane. 


{9-81 Montrer que, d’une manière générale, la polarisation d’une onde électromagnétique plane est elliptique. 
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EXERCICES | 9 | Propagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 
L'onde plane. (SUITE) 


On suppose que (cf. (9-18)) les deux composantes du champ Ë dans le plan Oyz perpendiculaire à la direction 
de propagation sont respectivement proportionnelles à : 


E, =cosot E,=a:cos(œt + p) , (x et ọ quelconques). 


Nous cherchons à montrer que, par une rotation d’un angle 0 autour de Ox, on définit un système d’axes 
par rapport auquel Æ a des composantes de la forme : 


Ey = f cos (ot + y)  E, = y sin (œt + y). (1) 
Les formules de changement d’axes nous donnent : 
Ey = E,cos@ — E, sin 0 Ez = E, sin 0 + E, cos 6. 
On doit, d'autre part, avoir : 
Ey = B cos y cos œt — f sin y’ sin œt E; = y sin y : cos œt + y cos y > sin œt 


z 


E f f ERE ns E | 
avec E, = cosœt ; T = cos @°Cos œt — sin p 'sinœt , soit : sin œt = (sin ọ) |z, COS ọ — | d’où 


Ey = B cos YE, — BSE | E, cos g s 


sin o 


Ez = ysin WE, + a| Eoso a 


En identifiant aux formules en 0, nous obtenons : 


SD FOR sin y * cos o Te — y) 
sin @ sin @ 
Hp se Pt 
x sino 
cosg = — Z.S Y ; TO E Aen A „cosy — o) 
a sino sin @ sin @ 
Il vient ainsi : 
| 2 1 sny čć cos (y — ọ) 
‘82 x sin(® — y) FT cos ý 


et sin 2y =a? sin [2(g — y)], équation impliciteen y, qui permet de déterminer cette quantité à partir 
des données : x et @ . 6 est alors connu par sa tangente et les équations données plus haut sont immédiatement 
résolues en £ et y. 

Ainsi nous disposons d'un nombre adéquat d'équations et nous sommes assurés que (I) constitue une 
forme générale. 


[9-91 L'onde de la fig. 9-8 est-elle polarisée à droite ou à gauche? 


Le point B, par exemple, verra successivement, à partir de l'instant pour lequel 
le champ a été représenté, les champs qui, à cet instant, étaient liés aux points T, S, 
R etc... A point Æ fixe, ce champ tourne donc, autour de la direction de propagation, 
dans le sens des aiguilles d’une montre : la polarisation est droite. Fic. 9.9 
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EXERCICES Propagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 


L'onde plane. (SUITE) 


[9-10] Une onde électromagnétique plane se propage dans le vide parallèlement à l’axe Ox (et dans le même sens). 
Elle a une polarisation circulaire droite. A l'instant t = 0, dans le plan x = 0, le champ électrique est 


parallèle à l’axe Oy et son amplitude est de 10 millivolts par mètre. Donner la valeur numérique des 
composantes du champ électrique Æ et du champ magnétique Æ associés à Ponde, (en notations réelles). 
On notera « la pulsation. 


Le champ électrique a deux composantes E, et E, qui, d’après les conclusions 
du IV°, sont en quadrature et de même amplitude (la polarisation est circulaire). 
Elles varient donc en : E, = Ep cos (kx — ot + ọ), E, = + E, sin (kx — wt + ọ). 
Pour x =1—0, E, est nul, £, parallèle à Oy : on peut prendre ọ = 0. Reste la 
question du signe de E,. En x = 0, à partir de = 0, E, doit devenir négatif (pour 
qu'il y ait rotation, autour de Ox, dans le sens négatif); nous prendrons donc : 


z 
E, = Eg cos (kx — œt) , $, = E, sin (kx — wi) , E= 107? V-m! 
2 


Le trièdre (K, E, B) doit être direct; le module de Ž est Mise inde Ë, soit: 


RS o Pr r. | 
B, = = E =—: 10 Tesla & 3,33 x 10 Tesla. Nous tirons de ces Fi. 9.10 
a : 
conditions : 
B, = — Bosin (kx — œt) , B, = B, cos (kx — ot). 


[9-11] Soit, r étant la distance à l’origine O d’un système d’axes, le potentiel vecteur 


S D eikr- at) 
Āe, d) = À, Ê ( =? 


r 


(À, o est un vecteur fixe). 


1e Montrer qu’il représente une onde électromagnétique « sphérique » fuyant le point O 


2° Calculer le champ magnétique B qui en dérive. 


Fr — ct) 


1° D’après l’exercice (9-2). on voit que toutes les composantes de À sont de la forme (avec 


ii pa ` y r . r . r 0 . Fu 
ici F(x) = e™) et constituent donc des solutions à symétrie sphérique de l'équation de propagation. 4 est donc 
le potentiel vecteur associé à une onde électromagnétique progressive, mais qui n’est plus ici plane, mais 
« sphérique ». 


S En 


2° Prenons laxe Oz parallèle à 4, : A n’a plus que sa composante 

geitkr — ot) 

Ad ET 

(Bien noter que la dépendance spatiale de l’argument de l’exponentielle complexe est en kr (produit du nombre 


d'onde k par la distance r à O, donc produit de deux grandeurs scalaires) et non en Å- F (produit scalaire 
d'un vecteur donde par un rayon-vecteur), comme c’est le cas pour londe plane). 
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EXERCICES | 9 Propagation dans le vide 
des ondes électromagnétiques. 
L'onde plane. (SUITE) 


De À = rot 4, nous tirons par exemple : 


B, = rot, LS ÿA, = À, fe 5 5) pmo y AE) | 


ne ay l r y 
y iky ikr — wt) 1 ik i(kr — ot) 
= Ao 3- + b ete- 2 AE (= pe 
zi 73 n (73 z. y) 
soit 
B= on Pe (aa) aE- 
r r r r 
On trouverait de même : 
Fete pans ue Al ik 
B; = ad -À) {x)'e ARS 
D’une manière générale, nous poserons : 
BSA (fi 
r r 
(kr — at) 


On remarquera que Ë n’a plus la forme simple de l’onde sphérique variant en . Dès qu’on abandonne la 


géométrie très simple de l’onde plane, la structure des champs électromagnétiques associés aux ondes devient 
rapidement très complexe. 


[9-12] Établir un tableau du « spectre » en fréquences des ondes électromagnétiques. 


Un schéma résumé peut être présenté de la manière suivante : 


Fréquences ( Hertz ) 
102 10% 105 108 100 02 10 106 198 102 02 
AR Cr "T U U U 


RS ns nes mens T Ü 
RE fan) Et AN 
Fo microondes visible rayons X 
ndustrielles 
pet pe ne rs 
ondes " radio” infre-rouge ultra-violet rayons 
T Re NE T 
e a A0. a A0 09 07. 07 ve 
Longueurs d “onde ( mètres ) 


On note des recouvrements : ils ont une origine technique et historique; ainsi, le domaine des « ondes radio » 
a été progressivement étendu vers les hautes fréquences par un perfectionnement des techniques « tubes » 
classiques (mise au point des lampes phares par exemple) ; les « microondes » (centimétriques, puis millimétriques) 
sont apparues dans un contexte différent (radar, emploi des klystrons, des tubes à modulation de vitesse etc...); 
à la fin de l’évolution, les deux domaines se sont rejoints et empiètent même l’un sur l’autre, (De la même 
manière, les microondes sont entrées, grâce aux « carcinotrons » par exemple, dans le domaine submillimétrique, 
où les générateurs classiques, d’ailleurs médiocres, étaient les « lampes infrarouges ».) 
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10] ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES ET ÉNERGIE. 
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RAPPELS, 


L'étude de l’Électrostatique et de la Magnétostatique nous a permis de mettre en évidence que la consti- 
tution d’une répartition statique de charges électriques, caractérisée par la densité volumique de charge p, 
le potentiel V et le champ électrique Æ qu’elle crée, ou l'établissement d’une distribution de courants station- 
naires, caractérisée par la densité de courant j, le potentiel vecteur À et l’induction magnétique B qui en 
résultent, entraîne l’apparition d’une certaine énergie potentielle. 

Dans chacun des deux cas (électrostatique et magnétostatique), on peut donner de cette énergie deux 
types d'expressions : 


1° une première, dans laquelle l’énergie est directement liée à la présence de charges ou de courants : 


E, = 3 (Il p°V dx (Électromagn. 3-21) 
E 1 -> + z 
E, = 5 j' A dr (Électromagn. 6-15) 


2 une seconde, pour laquelle la densité d’énergie potentielle fait intervenir la présence d’un champ, 
électrique ou magnétique : 


pas (UE ÉI 3-22 

p= 5 dr (Électromagn. 3-22) 
B? 

E, = ——— dr (Électromagn. 6-16) 
2ko 


En électrostatique et en magnétostatique (3-21) et (3-22), (6-15) et (6-16) donnent la même valeur de l’éner- 
gie potentielle totale d’un système de charges et de courants donné. Cependant les interprétations physiques que 
suggèrent des formulations aussi peu ressemblantes sont elles-mêmes très différentes et, comme nous l'avons 
déjà noté, il serait très souhaitable que nous puissions hiérarchiser ces formules suivant leur plus ou moins 
grand caractère de généralité. 

C’est ce qui va nous permettre l’étude qui suit, qui nous donnera une expression générale de l'énergie 
électromagnétique qui ne soit plus restreinte aux cas statiques et stationnaires. Nous allons voir qu’à un champ 
électromagnétique, en l'absence même de charges ou de courants, nous serons conduits à associer une certaine 
densité d'énergie potentielle. Celle-ci sera donc liée beaucoup plus fondamentalement à la présence des champs 
qu’à la présence des courants, ce qui donne un caractère beaucoup plus fondamental à (3-22) et (6-16) qu'à 
(3-21) et (6-15), comme nous l’avions déjà laissé entendre. 

Notons cependant que la théorie qui suit repose sur un certain nombre d’hypothèses : 


— existence d’une densité d'énergie électromagnétique 
— existence d’un courant d'énergie électromagnétique qui permet le déplacement de celle-ci 
— principe d’une conservation locale de l'énergie 


qui ne peuvent guère être vérifiées ou rendues plausibles qu’au niveau des conséquences de la théorie. De plus, 
le formalisme que celle-ci suggère et que nous présenterons ci-dessous n’est pas défini de manière entièrement 
univoque ; certaines conclusions peuvent avoir un caractère un peu paradoxal : dans une certaine mesure, 
il est possible de considérer que la question n’est pas entièrement close. Cependant, toutes les occasions qui 
pourront se présenter, dans la suite de ce fascicule, d’appliquer les résultats de ce chapitre ne donneront lieu 
à aucune difficulté d'interprétation. 
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II. ÉQUATION FONDAMENTALE RÉGISSANT LE COMPORTEMENT DE L'ÉNERGIE ÉLECTRO- 
MAGNÉTIQUE. 


1° Densité d’énergie : 


Nous admettrons, comme le suggèrent Électrostatique et Magnétostatique, la possibilité de définir une den- 
sité d'énergie électromagnétique U telle que, si dr est un volume élémentaire entourant le point M, dt con- 
tienne une énergie potentielle d’origine électromagnétique : 


dé = U(M): dr (Électromagn. 10-1) 


Dans le cas des régimes statiques et stationnaires, U(M) ne varie pas au cours du temps. Ici au contraire 
U est aussi une fonction de t. Une partie de notre tâche sera de décrire l’évolution de U au cours du temps. 


2° Les causes de variations de U: 


Les causes possibles de cette variation de U que nous retiendrons seront de deux types : 


a) une « dégradation » de l'énergie électromagnétique en d’autres formes d'énergie, ou, au contraire, 
une transformation d'énergie non électromagnétique en énergie électromagnétique. Nous empruntons ici 
à la Mécanique un principe de conservation d’énergie, qui n’est imposé qu'à l'énergie totale du système électro- 
magnétique étudié, et ne s'oppose pas, par exemple, 
à ce qu’une partie de l'énergie électromagnétique 
soit transformée en énergie cinétique au niveau des 
charges sur lesquelles agit le champ électromagné- 
tique, ou vice-versa. 


b) un déplacement de l'énergie électromagné- 
tique. Supposons par exemple que, jusqu’à Pins- 
tant f,, une charge ponctuelle q soit fixe en M4, qu’on 
la déplace jusqu’en M, entre t, et #,, instant à partir 
duquel elle reste fixe en M,. Avant t; et après tz, 
l'énergie potentielle est électrostatique (donnée 
par (3-22)) et centrée respectivement autour des 
points M, et M, où est placée la charge q; elle décroît 
régulièrement à partir de ces points, comme le champ Zone de courant 
électrique. d'énergie entre ty et t3 

Il est assez naturel d'admettre qu’en trans- Fic. 10.1 
portant la charge de M, en M,, on a, en même 
temps, entraîné l'énergie qui lui est associée, créant ainsi un véritable courant d'énergie. 

Nous caractériserons celui-ci par une densité de courant d'énergie, que nous noterons S. (Ce comporte- 


ment du couple (U; S) — densité d'énergie, densité de courant d'énergie — sera calqué sur celui du couple 
(p; j) — densité de charge, densité de courant électrique. On remarquera cependant que nous avons admis la 
possibilité de créer ou d’annihiler l'énergie électromagnétique, tandis que nous avions exclu la possibilité.de…. 


3° Possibilité d'établir un bilan local d'énergie électromagnétique : 


A priori, le principe de conservation de l'énergie que nous empruntons à la Mécanique n’est valable qu’au 
niveau de l'énergie totale du système étudié. Nous irons plus loin ici, et nous admettrons la possibilité d'établir 
un bilan local de l'énergie électromagnétique. Nous entendons par là que si le volume élémentaire dt contient, 
à l'instant f, l'énergie dé donnée par (10-1), cette énergie variera, entre í et l'instant ultérieur (£ + dr) d’une 
quantité égale : a 

< à l'énergie qui se sera écoulée à travers la surface limitant dr (si bien que la variation de dê sera néga- 
tive pour un flux d'énergie vers l'extérieur, positive pour un flux vers l’intérieur de dt) 
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— augmentée de l’énergie créée ou annihilée (ici encore comptée algébriquement) dans l'élément dr lui- 
même. Nous excluons ainsi qu’une énergie électromagnétique disparaisse de dr pour être cédée au même ins- 
tant aux charges contenues dans un autre élément de volume dr’ éloigné de dr. 


S 
We craie électromagnétique 
AM 


nez transportée 


ergieélectromag 
tique transtormée 


eM 


y D 
BA ET 
Energie électromagnétique 
. transportée 


Fic. 10.2 


Autrement dit, l’énergie électromagnétique sera traitée comme une sorte de fluide (gaz ou liquide) qui 
peut être engendré ou détruit (comme par une réaction chimique), qui peut se déplacer, mais qui ne peut pas 
disparaître dans un endroit pour réapparaître, simultanément, dans un autre lieu sans qu’il y ait eu transport 
de l’un à l’autre. (Remarquons que ce type d'opération magique ne serait pas exclu par une conservation glo- 
bale de l’énergie pour l’ensemble du système : cette conservation globale est nécessaire si la conservation locale 
est réalisée, mais on pourrait imaginer celle-là sans celle-ci.) 


4 Obtention de l’équation fondamentale de l’énergie électromagnétique. 


Il ne reste plus qu’à traduire mathématiquement les principes précédents. Soit donc l'élément de volume dr 
de point moyen M et qui, à l'instant ¢, contient l'énergie élémentaire dê (M, t) = UM, à) dr. 
Après un temps dr, cette énergie a varié : 


a) par écoulement hors de dr, d’une quantité (comptée négativement) égale au produit par dz du flux 
de S à travers la surface de dr, soit, d’après le théorème de la divergence appliqué à un volume élémentaire : 

— div Š : dr dr 

b) par transfert de l'énergie du champ électromagnétique aux charges : 


Une charge q, de vitesse ÿ, subit une force de Lorentz F = qE +8 A 5, qui dans le temps dz, la charge 


se déplaçant de ÿ dr, lui cède une énergie : F- gdt soitq E- 5 - dr. Si n est le nombre de charges par unité de 
volume, l’ensemble des n dr charges contenues dans le volume dr reçoit une énergie (retirée aussi à l'énergie 
électromagnétique initialement présente dans dr) : 


nqË-ÿdt-dr = -j:E-dr-dt (d’après (4-3)). 
Au total nous obtenons la relation : 
dé(M, t + dt) = dé(M,t) — div Š- dr: dt — J- È- dr- dt 


Soit (en se restreignant aux termes du premier ordre en dé) : 


eu 


: -dtdr = — divS-dr: dt —j:E-dr-dt 


[U(M, t + dt) — U(M, t)] dr = + 
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Après simplification, il reste : 


= — div -j Ë (Électromagn. 10-2) 


Par rapport à l'équation de continuité (4-7) de Pélectrocinétique, nous voyons que (10-2) est compliquée 


par la présence du terme supplémentaire en — j> E, qui traduit une possibilité de création ou d’annihilation 
locale de l'énergie qui, on lavait abondamment souligné, n’a pas d'équivalent en électrocinétique. 

Notre problème est désormais de définir un couple de grandeurs (U, S) qui satisfasse à l'équation (10-2), et 
qui, d'autre part, nous permette de retrouver les résultats rappelés au début de ce chapitre dans le cas de l’Élec- 
trostatique et de la Magnétostatique. 

Ces deux conditions ne peuvent pas, en tout cas, définir complètement la densité de courant S : celle-ci 
n'intervient pas dans les régimes statiques ou stationnaires, et la condition de continuité avec ceux-ci ne peut 
donc contribuer à la préciser ; d’autre part, le champ de vecteurs $ n'intervient dans (10-2) que par sa diver- 
gence, et l'addition à S d’un rotationnel quelconque ne modifie pas son comportement dans l'équation d’évolu- 
tion de l'énergie électromagnétique. 

Il nous sera donc nécessaire de restreindre nos ambitions à présenter un couple (U, $) qui satisfasse aux 
conditions imposées, en admettant pour le reste une indétermination qui, dans les calculs que nous dévelop- 
perons ici ultérieurement, sera sans importance, 


IT. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION FONDAMENTALE. 


Partons des équations de Maxwell : 


rot E = -— (Électromagn. 6-9) 
rot B = uj + Solio D (Électromagn. 1-6) 


(10-2) faisant intervenir un terme en J” Ë, il nous est suggéré de faire le produit scalaire des deux membres 
de (7-6) par E/u,. D'où | 


est: 


ô 


Polej tet 


œ 


2 
Ho t 


Nous voyons ainsi apparaître la dérivée de SE, qui rappelle (3-22), d’où l’idée de multiplier scalairement 


par Bino les deux termes de (6-9) pour faire apparaître la dérivée de (6-16) : B?/2u, : 


1 3 — + 1 + 68 à /B? 
— — Brot E = — Bi = —|— | 
Ho Ho ôt sG) 


Ajoutant membre à membre les deux équations obtenues, nous trouvons : 


ð (eE? ô [ B? >- 2, leg gB 
A 2 Ji me] ra rot B — Brot E) 


+ 


soit en utilisant (1-28) : 
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équation qu’on peut identifier à (10-2) en posant : 


EN | 

U = GTR (Électromagn. 10-3) 

ï= LE A B) (Électromagn. 10-4) 
o 


On remarquera que (10-3) satisfait bien à la condition de continuité avec les résultats (3-22) et (6-16) 
obtenus dans les cas limites de l’Électrostatique et de la Magnétostatique. 


Š reçoit le nom de vecteur de POYNTING. 


On doit noter : 

° Que, dans (10-3), les deux contributions, l’une liée au champ électrique, l’autre au champ magnétique, 
sont intimement associées et que seule leur somme U a une valeur physiquement intéressante. (D'ailleurs, 
nous savons que, dans un changement de repère, il y a transformation simultanée de E et 5; chaque terme de 
la somme U varie donc séparément). 

2° Que néanmoins, ce sont bien (3-22) (et non (3-21)), et (6-16) (et non (6-15)) qui apparaissent comme 
les valeurs limites de l'expression générale (10-3), ainsi que nous l’avions annoncé. 


3° Que U, comme le vecteur de Poynting Š, sont des grandeurs quadratiques(et non plus linéaires) par 
rapport au champ électromagnétique. Si celui-ci est calculé en notations complexes, conformément aux con- 
clusions du § 2° II, il est nécessaire de repasser à des valeurs réelles avant de calculer la densité d'énergie U et le cou- 


rant d'énergie électromagnétique S correspondants. 


LE CAS PARTICULIER DE LONDE PLANE DANS LE VIDE. 


Soit une onde plane de vecteur d'onde Ket pulsation œ, entraînant les champs Ë et B. Nous avons démon- 
tré au chapitre 9 la relation : 


EE: 
w 
Š s'écrit donc ici : 
2 + 2 
g_EAUAE) _p. E 
Ho w ' Ho 


(en tirant parti de l’orthogonalité de È et È. Avec Ẹ = k: (4 vecteur unitaire dans la direction de propa- 


gation) etk = -= (Eq. 9-7) nous pouvons donc écrire : 


E 
c’ Ho 


Ler 


Ü = c'e0E? "à 


La densité d’énergie vaut : 


pie, 8, 1 E 


(d’après (9-12)) soit 
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D'où les deux conclusions, valables pour londe plane dans le vide : 
a) les deux termes de U sont égaux : 
E B? z B? > 
= — U = 6,E* = — Électromagn. 10-5 
2 lo 0 Lo ( j ) 


b) le vecteur de Poynting s'écrit : 
S= Ui (Électromagn. 10-6) 


Si nous comparons à la relation de l’électrocinétique 


-> 


j= p? (Électromagn. 4-3) 


nous tirons de (10-6) la conclusion que, dans le vide, la vitesse de propagation de l'énergie électromagnétique 
est égale à la vitesse c de la lumière. 

Dans un milieu matériel dispersif, où il y a lieu de distinguer vitesse de phase et vitesse de groupe — 
cf. chap. II, § V — la vitesse de propagation de l'énergie est en général égale à la vitesse de groupe; la Relativité 
lui impose de rester inférieure à la vitesse de la lumière.) 

On appellera intensité lumineuse I de Fonde plane l'énergie électromagnétique reçue par unité de temps 
par une surface unité perpendiculaire à k. C’est la valeur moyenne du flux du vecteur de Poynting à travers 
cette surface unité. (On remarquera que cette intensité lumineuse constitue l'équivalent de l'intensité efficace 
d’un courant à variation sinusoïdale dans le temps, et pour lequel le vecteur densité de courant j serait l’ana- 


logue du vecteur de Poynting 5) Nous pouvons donc écrire : i 


I=<S>= PR |E] (Électromagn. 10-7) 


(où a est l'amplitude du champ sinusoïdal Ë) L'essentiel est de retenir que cette intensité, à quoi sont sen- 
sibles les détecteurs usuels (œil, les différentes cellules photoélectriques, les bolomètres), varie comme le 
carré du champ électrique. 

Terminons par une évaluation numérique cette rapide spécialisation au cas de londe plane des résultats 
généraux de ce chapitre. Supposons qu’un émetteur radio rayonne une puissance de 1 MW de manière qu'on 
supposera uniforme dans le demi-espace libre, au-dessus de la Terre. Quel est l’ordre de grandeur du champ 
électrique Ë dû à ce rayonnement qu’on mesurera à une distance R = 1 000 km de l'émetteur? (On peut 
admettre que, localement, l’onde reçue par un observateur est pratiquement une onde plane.) 

La puissance P représente le flux de Š à travers toute surface entourant l’émetteur et traversée par le 
rayonnement, par exemple la demi-sphère de rayon R centrée sur D ee nn A 
l'émetteur. § est partout normal à cette sphère, et garde sur elle même 27 S 
module, d’après nos hypothèses. Nous avons ainsi : \ 


P = S-(27R?) = (&,E?c)(2rR°). 


d’où 


P  2:10$ x 9 x 10° 
E? = 2 sexii 
2necR? 102 x 3 x 108 R n 
E x 8 x 107? V:m°!. 


Une antenne de quelques décimètres suffira donc à récupérer un signal de Pordre du millivolt, facilement 
détectable et amplifiable; (il est vrai que l'émetteur est particulièrement puissant). 


Fic. 10.3 


QUELQUES EXEMPLES SIMPLES D'ÉCOULEMENT DE L'ÉNERGIE ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 

Considérons un circuit comportant, outre un générateur G, un fil cylindrique, rectiligne, de grande lon- 
gueur. Le générateur y maintient un courant constant. Dans la partie rectiligne du circuit, la densité de cou- 
rant j est uniforme (avec une très bonne approximation) et parallèle à l’axe du fil; il en est de même 
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du champ électrique Ë, qui est proportionnel à jsi, comme nous le supposerons, le conducteur est ohmique. 
Au voisinage du fil conducteur, le champ garde cette orientation, car la traversée de la surface externe du 


conducteur (cf. chap. 11) n’a pas ici, à introduire de discontinuité. À ce champ électrique se superpose un 


champ magnétique B perpendiculaire à l’axe du fil rectiligne et dont le sens est donné soit par la relation de 
Biot et Savart, soit par les règles traditionnelles du « bonhomme d'Ampère », « des trois doigts », ete... A 
ces deux champs, (10-4) nous permet d'associer un vecteur de Poynting orienté, comme l'indique la figure 10-4, 
normalement à la surface du conducteur et pointant vers l’intérieur de celui-ci. 

Nous étudions ici un régime stationnaire pour lequel la densité d'énergie U est une constante : le premier 
membre de l'équation fondamentale (10-2) est donc nul. Or il y a déperdition d'énergie électromagnétique, 
au sein du fil conducteur, par effet Joule. Une circulation permanente d'énergie électromagnétique doit venir 
du générateur — qui est la seule source d'énergie possible — vers l’intérieur du fil conducteur pour y compenser 


I 
Tja E Eo a 
S aoip 
E TE DAN rl 
3 Der, j 
z z| S SF I 
E Ez 
Fic. 10.4 Fic. 10.5 Fic. 10.6 


Soit maintenant le circuit : générateur (G), interrupteur (K), condensateur (C) (fig. 10-7. En), la capacité 
est déchargée, le circuit ouvert. Aucun champ électrique ne règne entre les armatures de (C), entre lesquelles 
n’est « condensée » aucune énergie électrostatique notable. En ©, le circuit est fermé et un courant I vient 
charger(C). En Q, la charge du condensateur est achevée; un fort champ électrique règne entre ses armatures, 
où l’on trouve une forte densité d'énergie électrostatique. Celle-ci est arrivée pendant la phase de charge ©), 
mais comment? 

Entre les armatures règne un champ électrique E, qui apparaît également aux bords du condensateur 
(ce champ n’est pas constant mais croît pendant la charge). Au champ électrique variable correspond un 


courant de déplacement (cf. Exercice 7-2) qui crée une induction magnétique B, orientée comme l'indique 
la figure 10-6. 

Aux bords de(C)apparaît ainsi un vecteur de Poynting qui apporte de l'énergie électromagnétique depuis 
l’espace environnant (en fait, depuis le générateur qui constitue la seule source d'énergie du système) jusqu’entre 
les deux armatures, en la glissant, en quelque sorte, entre celles-ci. 

Ici encore, l'énergie électromagnétique ne se véhicule pas le long du circuit, mais à travers l’espace, indé- 
pendamment de la présence ou de l’absence de conducteurs. 


K K 


G An PAT 
O7 À 


© © 


Frc. 10.7 
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Ces deux exemples suffiront à indiquer le caractère un peu paradoxal de certaines conclusions de cette 
théorie de l'énergie électromagnétique que nous ébauchons ici. En toute hypothèse, celle-ci permet d'établir 
les bilans des transferts d’énergie entre les différentes parties d’un système électromagnétique, et la suite 
nous donnera de fréquentes occasions d'utiliser cette possibilité. 


NOTION DE PHOTON. QUANTITÉ DE MOUVEMENT ASSOCIÉE A UNE ONDE ÉLECTRO- 
MAGNÉTIQUE. : 


Nous avons, jusqu'ici, développé une description du rayonnement électromagnétique au moyen de 
grandeurs continues : les champs Æ et B. L'onde plane dans le vide (seul cas qui sera traité ici) est 


définie par sa pulsation œ [ou sa fréquence v = z) son vecteur d'onde X | avec k = 2), par le module et 
la polarisation du champ électrique. 

Un certain nombre d’expériences, associées à des considérations théoriques, ont, vers le début du xx° siècle, 
imposé l’idée que la même onde plane pouvait (et dans certains cas devait) être concurremment décrite dans 
un schéma discontinu, où quantifié, qui substitue, à la représentation ondulatoire, une représentation corpus- 
culaire. 

Il est en particulier apparu (+) que l'énergie électromagnétique associée à onde ne pouvait se manifester 


- que par « paquets », ou quanta : les processus d’absorption ou d'émission de cette énergie se font ainsi de 


manière « discrète » (c’est-à-dire discontinue, par sauts), et non pas de manière continue. Il devint d’ailleurs 
bientôt nécessaire (2) d’associer une véritable particule (naturellement microscopique, au sens du physicien) 
à ces quanta d'énergie : cette particule reçut le nom de photon. 

Au total, la représentation corpusculaire du rayonnement électromagnétique associé à une onde plane 
(fréquence v, vecteur d'onde k) repose sur l'hypothèse qu'il correspond à un flux de photons, dont chacun a 
l'énergie : 

E = hv=ho | Relation de Planck  (Électromagn. 10-8) 


et la quantité de mouvement : 


(Électromagn. 10-9) 


avec 


h = 6,62:107%*J:s 


h 


j= L = 1054 x 10734 J's (Constante de Planck) 
== 1 


Les photons ont la vitesse c de la lumière; cette hypothèse ne contredit pas les postulats de la Relativité 
parce qu’on leur attribue une masse au repos nulle (©). 

Si U est la densité moyenne d’énergie électromagnétique de l'onde, celle-ci doit transporter un nombre n 
de photons par unité de volume tel que la somme des énergies de ces photons, compte tenu de (10-8), rende 
compte de U. D'où 


U i 
n= (Électromagn. 10-10) 
(1) Théorie de Planck du rayonnement du « corps noir » (1900). 
(2) Interprétation par Einstein de l'effet photo-électrique (1905) découvert par Hertz en 1888. 


(3) Cf. Notre fascicule Relativité. 
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Remarquons l'extrême petitesse, à notre échelle, de la constante de Planck. Elle explique que des expé- 
riences très fines (à l’échelle microscopique) et portant sur des photons relativement énergiques (donc de fré- 
quences assez élevées) soient nécessaires à la mise en évidence de la « quantification » de l'énergie électroma- 
gnétique. (Autrement, tout effet observable macroscopiquement met en jeu un nombre si considérable de pho- 
tons qu’on ne peut plus rester sensible au caractère discret du rayonnement.) 

La Relativité justifiera pleinement le fait que nous associons, à une onde électromagnétique, non seulement 
une énergie mais encore une quantité de mouvement : il serait, en fait, incorrect de faire aller Pun sans l’autre, 
car nous verrons qu’un simple changement de repère permet de transformer l’une en l’autre ces deux quantités. 
Le schéma corpusculaire que nous venons d'introduire a l'avantage de rendre dès maintenant intuitif cette 
idée d’une quantité de mouvement d’origine électromagnétique, car la quantité de mouvement est l’un des 
attributs les plus naturels d’un corpuscule. Nous pouvons d’ailleurs utiliser immédiatement les notions de ce 
paragraphe à la description d’un nouveau phénomène : la pression de radiation. 

Imaginons qu’une onde plane (w, À) tombe normalement sur un écran. Com 
précisé au chapitre suivant), une partie de l'énergie incidente 
est absorbée par l’obstacle, le reste étant réfléchi. A la limite, 
on pourra imaginer les cas idéaux de l'écran parfait (qui 
absorberait intégralement l’onde incidente) et du miroir par- 
fait (qui la réfléchirait totalement et sans l’absorber) : pour 
simplifier, c’est à eux que nous appliquerons les raisonne- 
ments qui suivent. 

Dans une description corpusculaire, l'interaction entre 


l'écran ou le miroir et l’onde électromagnétique se décrira cdt W 

comme une succession de chocs des photons incidents, asso- ne 
PT + ; s: Ecran Miroir 

ciés à Ponde incidente, sur l’obstacle qu’ils rencontrent sur ee Fi, 108 7m 


leur trajet. Pour l’écran parfait, le choc est parfaitement iné- 

lastique : le photon disparaît dans l’écran ; pour le miroir parfait, le choc est parfaitement élastique : les pho- 
tons incidents rebondissent tous avec une quantité de mouvement exactement opposée à leur quantité de 
mouvement initiale. 

Soit p = ñk celle-ci; dans le choc inélastique, l'écran parfait reçoit une impulsion îi = p; dans le choc 
élastique, le miroir parfait reçoit l'impulsion double 7 = 27 (car il doit céder au photon réfléchi une impulsion 
de recul). 

Dans un intervalle de temps dż, une surface élémentaire dS de l’obstacle reçoit tous les photons contenus 
dans le cylindre droit de base dS et de hauteur cdt (c’est, simplifié, le raisonnement qui nous a conduits 


à (4.5)). Si U est la densité d'énergie de Ponde incidente, n = Jo le nombre de photons incidents par unité 


de volume, dS subit dans le temps dt 


U: 
2 = a nm —— 
d? N = n' cdt dS = o -dt dS dds 


chocs, et reçoit donc une impulsion totale (normale à la paroi. illuminée) : 
PI= PN i = (Ak) + dr dS (écran parfait) 
U Toi F 
= (24k) FE dt dS (miroir parfait) 
soit respectivement 


dI = U-dt:dS ou d'I = 2U:dt:dS 


Cette impulsion est analogue à celle que maintiendrait une force moyenne dF agissant sur dS pendant 
le temps dr et qui vérifierait : 


d°I = dF dr. 
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Nous en tirons : 
dF = U:'dS ou dF = QU : d5. 


L'éclairement par un rayonnement électromagnétique fait donc apparaître une force proportionnelle à la 
surface éclairée, ce qui nous permet de définir une pression de radiation, ou pression de rayonnement : 


p=U (écran parfait) ru ni 
p=2U (miroir parfait) (Électromagn. 1 ) 


Dans l’immense majorité des expériences de laboratoire, cette pression, très faible, passe inaperçue. Elle 
joue cependant un rôle considérable pour maintenir l'équilibre thermodynamique des étoiles, au sein des- 
quelles d'énormes densités d’énergie électromagnétique existent avec de très faibles densités de matière si 
bien que les forces dues à la pression de radiation peuvent devenir comparables aux forces gravitationnelles. 
De plus l’idée d’une pression de radiation est intimement liée à la notion de quantité de mouvement d’un 
champ électromagnétique, qui est elle-même un complément nécessaire à la notion d’énergie du champ élec- 
tromagnétique : d’où l'importance théorique considérable qui s'attache aux considérations que nous venons 
d’esquisser. 
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EXERCICES 


[10-1] Un laser «en continu» émet en permanence 100 W dans un faisceau de 0,25 cm? de section. 
Quelle est l'amplitude du champ électrique associé aux ondes planes que transporte le faisceau? 
Reprendre la question pour une puissance de 1 MW (10% Watts) (laser fonctionnant «en impulsions ».) 


Le vecteur de Poynting, S, a pour valeur moyenne la puissance du faisceau laser divisée par la section 
(le flux de S est, en effet, égal à la puissance émise). D'où 


s = 100 
0,25 x 1074 


= 4 x 106 


2 


avec, pour Ponde plane et un champ électrique E : S$ = € ' 8E ? La valeur moyenne de E? vaut donc : 
3 0 


E? = (4: 10°)(ceo) ! = 48m-107 et E %3,9 x 10* Volt:m°°. 


Pour un laser de 1 MW, le champ électrique sera (au moment de l'impulsion) 100 fois plus fort : de l’ordre 
de 3,9 x 10° V/m. C’est l’ordre de grandeur du champ disruptif de l’air, en Électrostatique. 


[10-2] Un émetteur radio de 1 MW émet sur 10 MHz. Combien émet-il de photons par mètre cube à 1 000 kms? 


On a vu dans le texte (8 IV°) que le champ électrique à 1000 kms de l'émetteur a pour carré 
moyen: 6 x 1075 (V - m7 +}. La densité d'énergie électromagnétique correspondante est elle-même : 


a 6x105 _ 107" 


U = &0E = Joule : m”*. 
367 10° 67 
Ce qui correspond à un nombre n de photons hv par mètre cube : 
U 107+ 1 101$ 


= ————— z 10"! 


mw en 662x 10% x 107 6x 6,62 x x 


(soit 10 par centimètre cube; plus exactement, n = 0,8 + 101! m7? = 0,8 : 10° cm” ?). 


[10-3] Calculer, en pascals, la pression de radiation exercée sur un miroir parfait par les faisceaux lasers 
de l’exercice 10-1. 


La pression de radiation p est ici le double de la densité d'énergie électromagnétique U dans le faisceau. Si P 
est la puissance du générateur de londe électromagnétique, ici le laser, S la section du faisceau, la densité U vaut : 


U = Ea soit ici : 10e = 1,33- 107? 
cS 3-108 x 0,25 : 107* 
(laser de 100 W) et 1,33 : 10° (laser de 1 MW). 
D'où : 
p = 2,66 x 107? pascal  (& 1077 fois la pression atmosphérique), 
ou 


p = 2,66 x 10? pascal (& 107* fois la pression atmosphérique) 


suivant le cas. 
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[11] _ PROPAGATION 
DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES PLANES 
DANS LES MILIEUX LINÉAIRES. 


DÉFINITION DES MILIEUX LINÉAIRES. LES CHAMPS D ET À. RELATIONS CONSTITUTIVES. 
1° Cadre de cette étude : 


Les considérations précédentes s’appliquaient exclusivement aux ondes électromagnétiques dans le vide. 
Cependant, les problèmes pratiques les plus simples (réflexion d’un faisceau lumineux sur un miroir, 
traversée par le faisceau d’une vitre transparente etc...) mettent en jeu l'interaction des champs électro- 
magnétiques avec des milieux matériels, au sein desquels sont présentes des particules, dont certaines sont 
chargées, si bien que nous devons y tenir compte des effets éventuels de la charge électrique et des 
courants électriques. Nous sommes par suite obligés de consacrer quelque temps à une description rapide 
du comportement des ondes électromagnétiques dans les milieux matériels. Nous le ferons en nous res- 
treignant à des géométries simplifiées (essentiellement celle de l’onde plane) et à des milieux d’un compor- 
tement lui-même particulièrement simple : les milieux linéaires. 


2° Champs microscopiques et macroscopiques : 


Première remarque : à l'échelle « microscopique » (c'est-à-dire à l’échelle des atomes ou des particules 
élémentaires), un milieu « matériel » c’est « beaucoup de vide » avec, de place en place, quelques particules, 
chargées ou neutres électriquement. Nous entendons par là qu’au sein même de la matière dense, dans les 
conditions habituelles (t), les distances moyennes entre particules (électrons, noyaux, etc...) sont consi- 
dérablement plus grandes que les « dimensions » desdites particules, c’est-à-dire que les distances en dessous 
desquelles l'interaction entre ces particules cesse d’être convenablement décrite par les champs électro- 
magnétiques et les forces de Lorentz qu’ils produisent. Typiquement, dans un solide ou un liquide, la 
distance moyenne entre particules est de l’ordre de l’angstrôm (107$ cm); les particules (électrons, protons...) 
ou les associations concentrées de particules (noyaux atomiques) ont des « dimensions » 100 000 fois plus 
petites (1071 cm) : quand un proton s'approche d’un noyau à plus de quelques 107 cm, il continue à 
interagir avec lui essentiellement par échange de forces de Lorentz d’origine électromagnétique, ce n’est 
qu’à des distances plus courtes qu’apparaissent des interactions autres, et beaucoup plus intenses, qui, 
ainsi, peuvent fixer le « rayon » ou les « dimensions » des particules considérées (de la même manière que 
les dimensions de billes chargées, de taille macroscopique, correspondent à des distances entre celles-ci 
en-dessous desquelles leur interaction est essentiellement élastique, traduisant un phénomène de choc, et 
non plus électrostatique). 

Il en résulte que les équations de Maxwell du chapitre 7, qui tiennent compte des densités de charge p 


et de courant j, restent valables pratiquement partout au sein des milieux E 

matériels. Cependant, il convient de remarquer qu’elles décrivent alors des 7 | 

champs « microscopiques », dont les variations doivent épouser tous les acci- 

dents de la répartition de ces charges quasi ponctuelles que sont les électrons, A A 3 Æ 

les noyaux etc... La carte de tels champs est extrêmement tourmentée : sur a T 

des distances de l’ordre de l’Angstrôm, on assistera à des changements §- %- 

considérables d’orientation de champs qui peuvent être très intenses (le 2" Na x Na 

champ coulombien d’un électron à 1 4° est de l’ordre de 101? volt/mètre). \ j 

S'ils restent utiles, et même nécessaires, à la description des interactions à j 

l'échelle atomique au sein des milieux matériels, ces champs micro- 

scopiques sont pratiquement inutilisables à l'échelle « macroscopique », qui est celle de la physique classique. 
Pour résoudre les problèmes que pose celle-ci, il convient de définir des « champs macroscopiques » qui 

sont des moyennes des champs microscopiques telles que leurs variations spatiales et temporelles restent 


suffisamment lentes à notre échelle pour pouvoir y être mesurées et étudiées. (On peut remarquer que le pro- 
blème évoqué ici a déjà été soulevé : le « champ » nul des conducteurs, en Électrostatique, c’est en fait un 


Fig. 11.1 


(1) Cette situation cesse vraisemblablement dans certaines étoiles. 
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champ macroscopique moyen; l’immobilité, au sein des mêmes conducteurs en équilibre, des porteurs de 
charge libres, c’est l'absence d’un déplacement d'ensemble repérable macroscopiquement ; un électron « indi- 
viduel » a un mouvement désordonné d’agitation thermique qui met en jeu des vitesses considérables : « Péqui- 
libre électrostatique » a un caractère nécessairement statistique.) 

Il est exclu de préciser ici le mode de définition des champs macroscopiques comme moyennes des champs 
microscopiques; on résumera seulement les résultats : 


a) Quatre champs de vecteurs sont nécessaires à la description macroscopique de la situation électro- 
magnétique dans les milieux matériels : 


le champ électrique E 
l'induction magnétique B 
l'induction électrique D 
le champ magnétique H 
(il est désormais nécessaire de distinguer le champ magnétique À de l'induction magnétique B). 


b) Ces champs se calculent, à partir des densités de charge et de courant p et J, par les Équations de 
Maxwell généralisées : 


div D = p (Électromagn. 11-1) 
div B =0 (Électromagn. 11-2) 
rot Ë = — Z (Électromagn. 11-3) 
rot H =} Z (Électromagn. 11-4) 


Par rapport au cas des champs microscopiques on remarque : 


que sont conservées sans changement la loi de Faraday et la condition de conservation du flux de Pin- 
duction magnétique) 
que le théorème de Gauss s'applique à D, qui remplace eË 


> 


que | le théorème d’Ampère s'applique à H, qui remplace B|u,, le courant de déplacement devenant lui- 
même 0D/ôt. 


ti 3° Relations constitutives des milieux linéaires : 


p Le système des équations de Maxwell généralisées ne suffit pas à la détermination du champ électro- 
magnétique (c’est-à-dire, maintenant, de l’ensemble E, B, D, À). Rien d’ailleurs, dans le système qu'elles 
constituent, ne vient caractériser le milieu matériel où il y a propagation, ce qui suffit à prouver leur insuffisance. 

Pour permettre un calcul du champ associé, dans un milieu donné, à une situation électromagnétique 
donnée, il convient d’ajouter des relations qui préciseront les propriétés spécifiques du milieu étudié. Ces 
relations entre les différents champs de vecteurs impliqués dans les équations de Maxwell constituent ce 
qu’on appelle les relations constitutives du milieu étudié. Nous nous limiterons ici au cas où ces relations sont 
linéaires : on dit alors que le milieu lui-même est « linéaire ». 

De manière quasi automatique, ces équations prennent la forme suivante : 


a) une relation de proportionnalité entre De E qui fait intervenir la « constante diélectrique » e du milieu 
considéré : 
D =e- Ë (Électromagn. 11-5) 
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b) une relation de proportionnalité entre B et À qui fait intervenir la « perméabilité magnétique » u du 
milieu : 
B = uh (Électromagn. 11-6) 


c) une relation de proportionnalité entre jet Ë qui constitue la forme locale de la loi d’Ohm, et fait inter- 
venir la conductivité y C?) : 


=y E (Électromagn. 11-7) 


On remarquera : 


1° que les « constantes » caractéristiques du milieu, €, u, y, ne sont constantes que vis-à-vis du champ 
électromagnétique. Si celui-ci est fonction sinusoïdale du temps, elles seront, très souvent, fonction de la 
fréquence. (Elles pourront également dépendre d’autres paramètres); 


2° que le vide peut être considéré comme un milieu matériel pour lequel on aurait : 
= H= Ho: (Électromagn. 11-8) 


(très souvent, les milieux matériels qu’on étudiera auront même perméabilité magnétique que le vide. Si la 
perméabilité d’un matériau n’est pas explicitement précisée, on la prendra égale à uo); 


3° que faute qu’on ait précisé le mode de calcul des champs È B, D et Ale calcul des et pest pour le moment 
exclu. Par contre, ces grandeurs pourront être imposées comme caractéristiques d’un milieu; 


4 qu’à l’ensemble des relations précédentes, on pourra continuer d’ajouter l'expression de la force de 
Lorentz agissant sur une charge q : 


F = q(Ë + ÿ B) (Électromagn. 11-9) 


en admettant : 

que les champs Ë et Ë sont maintenant les champs macroscopiques définis par les équations de Maxwell 
généralisées 

que la vitesse 7 de la particule est en fait une vitesse moyenne caractérisant le mouvement global d’un 
ensemble de particules analogues dont fait partie celle que nous étudions ici; 

que la force de Lorentz ainsi calculée permet précisément de déterminer ce mouvement d'ensemble, en 
ignorant le détail des mouvements individuels des particules (tels que ceux dus à l’agitation thermique). 

Ce mouvement d'ensemble à la vitesse Ÿ, associé à la densité de charge p introduite par les particules, 
conduit à l'expression de la densité de courant : 


j= pô (Électromagn. 11-10) 


qui est précisément celle qui intervient dans (11-4) et (11-7). 


Ces hypothèses supplémentaires permettront donc éventuellement, connaissant les caractéristiques des 
charges mobiles présentes dans le milieu, de calculer la densité de courant qu’elles y font apparaître lorsqu'on 


les soumet aux champs Ë et B de (11-9). Ainsi, j pourra être reliée aux grandeurs caractéristiques du champ 
électromagnétique : contrairement à e et u, nous pourrons donc avoir à calculer y. 


L'absence dans (11-7) du champ B qui intervient dans (11-9) traduit soit son élimination mathématique 
dans la suite des calculs, soit — ce qui est le cas général — le fait que la « force magnétique » q? À Best le 
plus souvent négligeable vis-à-vis de la « force électrique » gË. (On se souviendra que, pour londe plane dans 


(1) On la notera aussi o quand il n’y a pas de confusion à craindre avec la densité superficielle de charge. 
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le vide, ona |E] œ c |B|. Si ordre de grandeur de ce rapport est conservé au sein du milieu matériel étudié 
se 3 


la force magnétique est dans le rapport z vis-à-vis de la force électrique : il est tout à fait justifié de Pignorer.) 
5° que contrairement aux équations de Maxwell, les relations constitutives, en particulier sous la forme 
simplifiée sous laquelle nous les avons présentées, n’ont pas une validité générale, et présentent, le plus souvent, 


le caractère d’une première approximation. On ne s'étonnera donc pas d’avoir, à l’occasion, à étudier des 
milieux définis par des relations constitutives de formes plus ou moins différentes. 


ONDES PLANES ÉLECTROMAGNÉTIQUES DANS UN MILIEU MATÉRIEL LINÉAIRE. 


Soit maintenant, dans un milieu tel que celui défini au § 1°, une onde électromagnétique plane, de pul- 
sation œ et vecteur d'onde k : les champs varient en 


Ē = É, - exp iÈ- F — ot) D = D,- exp i(k- F — œt) X 
B = B, expik F- ot) Ë= Ë, exp (ik F — pa (Électromagn. 11-11) 


(11-11) est calquée sur la forme analogue rencontrée pour l’onde plane dans le vide ; cependant il reste à démon- 
trer qu’une telle répartition du champ électromagnétique est cohérente avec les équations de Maxwell généra- 
lisées et les relations constitutives du milieu; d’autre part, et si nous supposons que œw nous est imposée, il 


convient de calculer le nombre d'onde k = | en fonction de œ. 
De (11-5) et (11-6) nous tirons que l’on doit avoir, si (11-11) est satisfaite : 


B, = do) E, B, = uw): À, (Électromagn. 11-12) 


(Nous soulignons l’éventuelle dépendance de & et u par rapport à œ.) De (11-2) nous tirons : 


+ 


k-B=0 (Électromagn. 11-13) 


L'induction magnétique B est transverse (comme pour l’onde plane dans le vide), de même que le champ magné- 


tique Ë qui lui est perpendiculaire, 
De (11-1) vient de même la condition : 


ik- D =p (Électromagn. 11-14) 


Si le milieu est électriquement neutre (p = 0), D (de même Ë sera lui aussi transverse. Sinon, Ponde plane 
dont nous postulons l'existence devra rencontrer sur son passage une densité de charge p qui obéisse à la rela- 
pu D: ala nous tirons la condition : 
k a Ë= wB (11-15) 
(qui confirme la transversalité de P), et de (11-4) la relation finale : 
ika Ë= y Ë SEE 


que nous pouvons récrire, grâce aux relations constitutives, et après quelques manipulations élémentaires : 


ja. ori: M zg (11-16) 


Est 


(ka 
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L'élimination des champs Ē et B entre (11-15) et (11-16) va nous fournir la possibilité de contrôler notre 
hypothèse initiale sur l'existence de londe plane (11-11) et de calculer le nombre d'onde k qu’il convient 
d'associer à la pulsation œ. 

Auparavant, nous pouvons remarquer que (11-16) oblige Ë à être transverse : cette exigence nous impose 
finalement de faire p = 0 dans (11-14) faute de quoi disparaît le type de propagation que nous cherchons à 
définir. 

Enfin, nous aurons avantage à poser : 


F=et+— (Électromagn. 11-17) 


définissant ainsi une sorte de constante diélectrique généralisée, dont il est évident que les valeurs seront en 
général complexes. (Remarquons peut-être que, dès le moment où nous considérons des champs à variation 
sinusoïdale dans le temps, représentés par des grandeurs complexes, il était naturel d’admettre que y, € et 
u puissent elles-mêmes prendre des valeurs complexes, traduisant la possibilité d’un déphasage entre densité 
de courant et champ électrique, champ et induction électriques ou magnétiques. La définition de ĉ ne fait que 
généraliser cette extension du champ d'application des relations constitutives.) 


De (11-15, 16) nous tirons désormais : 
i À Ē À ÈJ] = - ou È = ->Ë 
(L'évaluation du double produit vectoriel : 
kaka B= EEk- E 


a été simplifiée par la transversalité du champ électrique). Simplifiant par Ë, nous obtenons la relation 
cherchée 


k? = g pu" | (Électromagn. 11-18) 


qui constitue l'équation de dispersion des ondes électromagnétiques dans le milieu étudié. i 
Formellement (11-18) est tout à fait semblable à équation de dispersion pour l’onde plane dans le vide, 
qui n’en est d’ailleurs qu’un cas particulier obtenu pour : y = Ho; = 036 = & = Ê: 


o? 


c? 


p2 2 
k? = Elo = 


Cependant, la variation de è et u avec œ, et surtout la possibilité pour ces constantes de prendre des 
valeurs complexes quelconques nous obligent à discuter plus prudemment les solutions de (11-18). 


LES TROIS TYPES DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION DE DISPERSION. 


Les valeurs du nombre d’onde que nous tirons de (11-18) peuvent, suivant les cas, se ranger en 
trois catégories auxquelles sont associés trois types d'onde distincts : ` 


1° Onde progressive sans atténuation, (dispersion possible) ; £ u : réel positif. 


Pour &.u réel positif, k?, dans (11-18) est une quantité elle-même positive dont nous tirons une racine carrée 
réelle sans problèmes particuliers. L’onde plane (11-11) garde alors les principales caractéristiques d’une 
onde plane dans le vide : en particulier son amplitude reste constante au cours de la propagation (nous dirons 
qu'il n’y a pas atténuation). 
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Par contre il y a en général dispersion : la vitesse de phase v, de londe, définie par 


© 1 j 
dm (Electromagn. 11-19) 
p pl 
k [z u 
a de | de : vide (= k C) 
est en général différente de la vitesse c de la lumière dans le vide, et, de plus, Qu 7” 
varie avec la fréquence : la courbe œ(k) cesse d’être une droite passant par / milieu 


£ 


l’origine. dispersif 
RE 


À ES 7 
(L'indice TEE q SNH (Électromagn. 11-20) F =-2 varie avec W 
Vo Eoho o k 


est lui-même une fonction de œ.) Fic. 11.2 


2° Onde évanescente; £.u: réel négatif : 
Pour &.u réel négatif, k?, dans (11-18) est aussi réel négatif et k imaginaire pur. On doit donc poser : 
k= + ik” (k” réel). 


Les champs de (11-11) varient alors suivant une loi du type : 


E = Ë, exp (+ K”x): exp (— iot Fe 
E fs P ( Jp ) | (Electromagn. 11-21) 
B = B exp (+ k”x): exp (— iwt) etc.. 


Ce n’est que formellement que (11-21) garde une apparence 
d'onde plane avec propagation. Si nous revenons à des 
notations réelles, nous voyons que les champs vibrent partout 
en phase, alors que leur amplitude varie, d’un point à un autre, 
suivant une loi exponentielle. C’est tout le contraire de ce qu’on 
obtient quand il y a onde progressive et propagation, avec 
conservation de l’amplitude du signal et variation spatiale 
de la phase. 

On voit donc que les notations complexes, si elles restent 
très utiles algébriquement, demandent ici à être utilisées avec 
précaution, et que des analogies formelles pourraient bien Fic. 11.3 
induire en erreur. 

On obtient ici une « onde évanescente » : si l’on excite les vibrations électromagnétiques du milieu 
à la fréquence œ (par exemple en y déplaçant, avec cette fréquence, des particules chargées, par un procédé 
mécanique ; plus simplement, en mettant le milieu considéré — milieu © sur la fig. 11-3 — en contact avec un 
milieu — (D) sur le même schéma — dans lequel on peut propager des ondes progressives de fréquence w, 
qu'il suffit de diriger sur l'interface (D-CQ)), on ne parvient pas à y créer d’ondes progressives : il apparaît 
un champ électromagnétique dont l'amplitude ne peut que décroître à partir de la zone d’excitation 
(on voit mal quel mécanisme pourrait assurer sa croissance); dans (11-21), l'argument de l’exponentielle 
doit être d’un signe tel qu’il traduise effectivement cette décroissance. L’onde disparaît progressivement : 
d’où son nom d'onde évanescente, 


aa 


B 


AE 


3° Onde progressive atténuée; č. u: complexe : 


Si £-u est complexe, il en sera de même de k’, calculé à partir de (11-18), et de k, qu’on peut mettre sous 
la forme : 
k = k + ik" 
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Si la direction de propagation est prise parallèle à laxe des x, les champs électrique et magnétique auront 
la forme : 


+ 


E m Ë, X etk"x R eik x or) | 


O Lu (Électromagn. 11-22) 
B = Bye kx, pan 

(le signe de l'argument de Pexponentielle réelle est choisi de manière à ce que l'amplitude de Ponde 

électromagnétique décroisse à partir de la région où elle est excitée, de manière analogue à londe 

évanescente). (11-22) rassemble des caractères qu’on avait trouvés dans les deux types d'onde déjà 

examinés : 


son amplitude présente une décroissance exponentielle, d'autant plus marquée que la partie imaginaire k” 
du nombre d’onde complexe est plus grande; 

mais, comme londe progressive, elle présente une modulation spatiale de la phase du champ 
électromagnétique, qui restitue un aspect caractéristique de propagation. 

Au total, nous décrirons ce type d'onde comme une onde progressive atténuée. 

(Nous pouvons continuer à définir une vitesse de phase, en ignorant la variation de l’amplitude 
de l’onde électromagnétique qui accompagne sa propagation; on posera donc : 


eo 
p aaora 
k 
Comme k lui-même, K’ varie avec œ, et pas nécessairement de manière linéaire : il peut apparaître 
une dispersion, comme pour l’onde non atténuée. ceo ck 
En reprenant la définition (11-20), on serait amené à prendre comme indice du milieu PUT 
La 


En fait, on préfère ne pas perdre l'information contenue dans la partie imaginaire du nombre d’onde et, 
si l’atténuation est quelque peu marquée, définir l'indice complexe : 
ck _ c(k + ik") 


n = — 
w (0 


qui renseigne à la fois sur la propagation et l’atténuation à la fréquence co.) 


4° Bandes passantes et fréquences de coupure : 


Compte tenu de la variation avec œ de ses caractéristiques & et u,un même milieu peut, suivant la valeur 
de la fréquence, correspondre à des ondes électromagnétiques de lun ou l’autre des trois types précédents. 

Un domaine de fréquences pour lequel les ondes sont progressives constitue ce qu’on appelle une 
bande passante. Celle-ci est bornée par des fréquences dites de coupure, au-delà desquelles la propagation 
cesse, et l’onde prend un caractère d’onde évanescente. 

La recherche des fréquences de coupure est naturellement essentielle pour fixer les conditions 
de propagation, dans le milieu, d’un signal électromagnétique sinusoïdal. 

Disons un mot de considérations énergétiques : de même que l’onde électromagnétique dans le vide 
apporte et transporte une certaine énergie, de même, au sein d’un milieu matériel, la présence d’un champ 
électromagnétique entraîne l’apparition d’une énergie et d’un courant d'énergie électromagnétique. 

La densité de ce courant d'énergie est définie par le vecteur de Poynting : p 


(Électromagn. 11-23) 


UN 
Îl 
Es 
> 
IN 
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(Notons que, dans le cas du vide, nous retrouvons, comme il convient, l'expression antérieurement 
donnée 


Plutôt que la densité d'énergie elle-même, nous définirons sa variation dans un changement infinitésimal 
du champ électromagnétique : 


PU UE A z 
dU = H-dB + EdD (Electromagn. 11-24) 


(Ici encore, lexpression donnée est cohérente avec celle obtenue précédemment pour les champs 
dans le vide : 


U = +E -AED BA) 


A une onde progressive non atténuée correspond un courant d'énergie électromagnétique qui n’est pas 
modifié par la propagation; au contraire, l’atténuation d’une onde indique qu’une partie de l'énergie 
dont elle est initialement dotée lui est retirée par le milieu au fur et à mesure de sa propagation. Il doit 
donc exister, au sein du milieu, un mécanisme qui permette la dégradation de l'énergie électromagnétique 
et sa transformation en d’autres formes d'énergie. Ce sera par exemple le cas si des forces de frottement, ou 
analogues, telles que celles qui, en Électrocinétique, donnent naissance à l'effet Joule, apparaissent au 
niveau des charges mobiles présentes dans le milieu : ces charges seront mises en mouvement par le champ 
électromagnétique de l’onde, lui emprunteront, de ce fait une certaine énergie, et en perdront une partie 
par ce processus, irréversible, de frottement ; elles ne pourront donc rendre à londe l'intégralité de l’énergie 
électromagnétique qu'elle leur a cédée. 

Ce sera un bon contrôle de vérifier l’existence d’un mécanisme de dissipation de l’énergie électro- 
magnétique quand il apparaît qu’un milieu est susceptible, à une certaine fréquence, de propager des ondes 
atténuées. 


DEUX EXEMPLES DE PROPAGATION DANS UN MILIEU MATÉRIEL. 


1° Soit un milieu contenant, par unité de volume, n ions (charge+e), immobiles et n électrons 
de masse " et charge — e. Chaque électron est rappelé vers un ion par une force de rappel qu’on supposera 
élastique et de la forme (— KF) pour un écart F de l’électron par rapport à l'ion. Les constantes diélectrique 
et magnétique du milieu sont, au reste, égales à celles, e&, et 1, du vide. 

Calculer la conductivité y du milieu, en régime sinusoïdal stationnaire de fréquence œw. En déduire les 
caractéristiques des ondes électromagnétiques qui peuvent prendre naissance dans le milieu, en fonction de œ. 

Soit E (variant en e” °°) le champ électrique au sein du milieu ; négligeant les effets de la partie magnétique 
de la force de Lorentz, nous trouvons une équation du mouvement, pour un électron, en : 


Dir a (=e): Ê-K:f. (Électromagn. 11-25) 


En régime stationnaire, F, comme Æ, varie en e7™*, De (11-25) nous tirons : 


+ (ma? — K) -F = eË 


CET 


` 
r = 


(4 
m 


PROPAGATION 


DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES PLANES 
DANS LES MILIEUX LINÉAIRES. (SUITE) 


où œ = — est le carré de la pulsation propre de l'oscillateur harmonique constitué par l’électron rappelé 


m 
élastiquement vers lion. 
La vitesse de l’électron est : 


=F = (io) P = it © 


et la densité de courant produite par ces électrons mobiles (n par unité de volume, de charge — e) vaut : 


ri b A ne (69) 
J= n- e) bei ——: 
m ot- og 
Le coefficient de proportionnalité entre Ë et j est la conductivité 
.ne? w 
pm a 2 
m wo — of 
D'où une constante diélectrique généralisée : 
ne? 1 


=e +i} = [1 Ż 
w 


Avec : 


È—E CEE 
= £ 
o’ — og 


m oo 


m'e ©? — o? 


| 


Fic. 11.4 


(Électromagn. 11-27) 


et la courbe de dispersion œ(k) a allure schématisée ci-contre; on note la présence des deux bandes 


passantes : 0 < œ < w et 2 < w. 


Lu 


Entre œ et Q, le régime qu’on observera sera celui d'ondes évanescentes. Dans les bandes passantes, 


les ondes progressives ne subissent pas d’atténuation (k? est réel positif, et k réel) : ceci est cohérent avec 
l'absence de phénomènes dissipatifs, au niveau des charges, dans le modèle étudié. 


2° On suppose maintenant que les électrons du 1° ne sont plus rappelés vers les ions, mais soumis 


à un frottement visqueux opposé à la vitesse 7 (en — f v). 
L'équation du mouvement, pour un électron, devient : 


ré pes =i + 
mù = — f°v—-eE = — mio 
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_ PROPAGATION 
ES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES PLANES 
DANS LES MILIEUX LINÉAIRES. © sum 


(en régime sinusoïdal stationnaire de pulsation œw.) D'où 


-1 
> ef. 1 -= m 
0 = —| io — — E en posant f = — 
et une densité de courant : 
3 . nefi TA ek 
j= -n'e = — — io E 
m \T 


qui définit une conductivité : 


La constante diélectrique généralisée est ici : 


E = eg (1+——T— 
(6a) r 
a S 
T 


(en reprenant les notations du 1°) et l'équation de dispersion s'écrit : 


2 © w? z 
k=—|1- EP (Électromagn. 11-28) 
c olw T 


k?, de même que k, sera ici complexe : quelle que soit la fréquence, il y aura onde progressive, mais atténuée. 
Ce résultat est cohérent avec l’hypothèse d’une force de frottement appliquée aux électrons que le champ 
électrique a mis en mouvement. 

Si ce frottement devient négligeable (t — œ), (11-28) devient : 


Pour w < œ, k’ est négatif et les ondes électromagnétiques sont évanescentes; il ne peut y avoir 
propagation. 

Pour œw > ©, on récupère des ondes progressives, d’ailleurs non atténuées (les phénomènes dissipatifs 
ont été éliminés). La fréquence de plasma œ, constitue dônc, ici, une fréquence de coupure en dessous 
de laquelle le phénomène de propagation disparaît. 

Ces deux exemples nous ont permis de présenter des solutions au problème général de la propagation 
des ondes électromagnétiques dans des milieux matériels qui rentrent effectivement dans le système 
des trois types d’onde indiqués plus haut. On aura remarqué l'identité des démarches suivies : 

détermination éventuelle, en fonction de la fréquence, de la constante diélectrique généralisée £. 

obtention de l’équation de dispersion; discussion, en fonction de la fréquence, des types d’ondes 
obtenus; détermination des bandes passantes, des fréquences de coupure. 

(on pourrait compléter par une étude de la polarisation des ondes électromagnétiques, qui achèverait 
de fixer la forme du champ électromagnétique qui leur est associé). 


_ PROPAGATION 
DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES PLANES 
DANS LES MILIEUX LINÉAIRES. s 


V. VITESSE DE PHASE ET VITESSE DE GROUPE DANS UN MILIEU DISPERSIF. 


Supposons que la vitesse de phase ve des ondes électromagnétiques progressives qui peuvent apparaître 
dans un certain milieu soit fonction de la fréquence : comme nous l'avons déjà indiqué, on dit que ce milieu 
est dispersif. 

Le signal électromagnétique varie en eitx-o) (si la propagation a lieu le long de l'axe des x), 


w A ? one 
"=T varie avec œw (ou k) et la relation entre œ et k mest pas linéaire. 

Supposons que nous superposions à cette première onde une seconde, de même amplitude (et même 
polarisation), de fréquence (w + dw) et nombre d'onde (k + dk) très voisins de w et k. Comme nous allons 
raisonner sur des grandeurs à variation sinusoïdale de fréquences (dans le temps et l'espace) différentes, 
nous revenons en notations réelles. Le signal total, résultante des deux ondes, a la forme 


y(x, t) œ cos [{k + dk)x — (œ + dw)t] + cos [kx — ot] 


œ 2 cos [dk : x — dwt] cos Le + 5-0 +2) 


À ; do 

Il affecte la forme bien connue des battements : une onde de fréquence (o + 5) et nombre d’onde C + S) 
intermédiaires entre ceux des deux ondes primitives est modulée en amplitude par un facteur cos (dk : x — do”) 
dont la variation dans le temps et dans l’espace est beau- : 
coup plus lente : il apparaît une succession de ventres, y 

séparés. par des nœuds (où le signal disparaît); entre deux 


nœuds apparaissent un — relativement — grand nombre v - V2 E vs ` 
d’oscillations du signal d'amplitude modulée. ` ° 
Quand le temps varie, le système des ventres et Ve á x 

des nœuds, caractérisé par la « modulation » en É 

cos (dk : x — dø : f) HS 0 

% E 

se déplace : on reconnaît une fonction du type f(x — y) g wear 
caractéristique d’une propagation à la vitesse v, le long de Fie. 11.5 


Paxe des x. On a ici : 


do 


Ve = (Électromagn. 11-29) 


C’est ce qu’on appelle la vitesse de groupe des ondes électromagnétiques. On voit qu’elle se distingue 
de la vitesse de phase dès qu’apparaît une dispersion, et dès que la relation entre « et k cesse d’être linéaire. 

Bien que nous ayons introduit cette notion pour un signal de forme très particulière, on peut 
montrer que la vitesse de groupe intervient de manière systéma- 
tique pour caractériser le déplacement de signaux (ici électroma- ri 
gnétiques) concentrés dans le temps et l’espace, dans la plupart 
des milieux dispersifs : si à l'instant £ = 0, le signal est représenté 
par le crénau centré autour du point A, on le retrouvera à lins- 
tant f, d’ailleurs plus ou moins déformé, autour du point moyen B 
avec AB = v't. Le calcul de la vitesse de groupe, d’ailleurs 
immédiat quand on connaît la relation de dispersion æ(k), apporte 
doncdes précisions intéressantes sur le comportement des « paquets 
donde » électromagnétiques. Fic. 11.6 
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On sait que la Relativité exclut les vitesses supérieures à la vitesse c de la lumière dans le vide 
on prendra garde au fait que cette limitation n’est valable que pour des particules matérielles, ou pour des 
signaux transportant une certaine « information » ou une certaine énergie. La vitesse de phase, c’est la vitesse 
d’une grandeur — la phase de l’onde électromagnétique — purement abstraite : elle n’est pas soumise 
à la limitation relativiste. Au contraire la vitesse de groupe se confond en général avec la vitesse de signal, 
susceptible de transporter information et énergie, et doit rester inférieure à c; (on pourrait montrer que, 
normalement, dans un milieu matériel dispersif, l'énergie électromagnétique associée à une onde plane 
se déplace effectivement à la vitesse de groupe, qui constitue également une « vitesse d’énergie »). 

On ne s’étonnera donc pas de trouver éventuellement des vitesses de phase v, > €, mais on contrôlera 
que la vitesse de groupe v, est < c (!). Ainsi, l'équation de dispersion du IV-2° en l’absence de frottements : 


2 2 
ue = 2 _ 
gr rie 
nous conduit par différentiation à : 
1 do œ 
2k dk = — 2w dæ et =le? 
c k k 
soit y 
V'O = C 


Des deux vitesses v, et vp la seconde G =c ) est supérieure à c, la deuxième lui reste 


w 
inférieure. k Vo — œ? 


(1) Il peut arriver que la « vitesse d'énergie » soit distincte de la vitesse de groupe, mais nous ignorerons ici ces cas « anormaux ». 


EXERCICES Propagation des ondes 
i électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. 


[11-1] Un milieu, de constante diélectrique £, et de perméabilité magnétique x, égales à celles du vide, 
contient, par unité de volume, des nombres égaux n d'ions positifs (charge + e, masse M) et d’élec- 
trons (— e,m), tous deux mobiles. On négligera les interactions entre particules et on considérera que 
leurs mouvements ne sont déterminés que par leur inertie et par l’action du champ électrique E lié aux ondes 
électromagnétiques qui se propagent dans le milieu. 


1° Donner l’équation du mouvement d’un ion et d’un électron sous Paction d’un champ élec- 


trique Ë. Si celui-ci est sinusoïdal, de pulsation œ (variant donc en e”*’), ions et électrons finissent par 
prendre un mouvement sinusoïdal (« d’oscillation forcée »). Donner la valeur des vitesses, T, pour les ions, 
v, pour les électrons, associées à ces mouvements. Quelle est la densité de courant j et la conductivité e(œ@) 
du milieu à la pulsation œw? 


2 Le champ Ë du 1° est celui d’une onde électromagnétique de vecteur d’onde k; il est associé 


à un champ magnétique B. E et À sont-ils transverses et orthogonaux, comme ceux d’une onde plane 
dans le vide ? 


3° Définir la relation de dispersion du milieu. Indiquer, en fonction de la fréquence, la nature 
des ondes électromagnétiques considérées. 


Quelle différence de phase présentent Ë et B. Calculer les vitesses de phase v, et de groupe v,, et les 
comparer à la vitesse de la lumière dans le vide. 


4 Comment peut-on justifier, sans calculs, l'absence, notée plus haut, d’un régime de propagation 
avec atténuation ? 


SC 


Cet exercice reprend, à des modifications minimes près, l'exemple traité dans le texte au § IV 2. 


1° Les équations du mouvement sont immédiatement données par la relation fondamentale de la 
dynamique, soit : 
d?, m dy, = 
M'—t=eE ; m—-<= — eE. 
dt TA 


En régime sinusoïdal, et après disparition des mouvements « transitoires » liés à l’arrivée de Ponde et 
de son champ électrique, les vitesses ont une dépendance en temps marquée par un facteur e7" On a donc 


do, i ke Eu re 
T = = IO; ; d — Oe 
et 
á ieE 5 ieE 
D, = =e v, = — — 
w mo 


Le courant total a pour densité jla somme, sur les deux types de porteurs, des expressions du type n,4;:Ù; 
(cf. chapitre 4). Soit ici : 


2 2 
> à a _ NES PE 1\+ ne à 
j = neu, — ne, = ie ( + mË i E, 


avec 
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EXERCICES ‘ropagation des ondes 
électromagnétiques planes 


dans les milieux linéaires. (SUITE) 


D'où 
2 
.ne 
clo) = a 
2° Pour Ponde plane en e#7-®), on a (cf. ex. 9-3) 
divË=iRE , divB=ik.B 


Du théorème de Gauss, et avec autant d'ions que d'électrons, donc une densité de charge nulle, nous 
tirons : div Ê = 0, d'où k < Ë = 0; Ë est « transverse ». 
On a de même : div Ë = 0; E- B = 0: À transverse. La loi de Faraday s écrit : 


ORN aB Se à PORA " 
rot E = -— , ikAE=i0B , kaE=ø@:B 
B est non seulement perpendiculaire à k, mais aussi à Ë. 
3° Du théorème d’Ampère, nous tirons : 


rot B = m(7+ Eo à) soit ik À B = po — iwe Ë. 


En introduisant les valeurs de À et o trouvées plus haut, il vient : 


itaga =t eA- nf = oeo [E 
D'où 
nes œ? w? 
k? = Eolo — 2-5 (1-5) 
t c (3) 
avec 
2 
2 _ ne 
La Eo'H 
Il y aura : — ondes évanescentes (k? < 0) pour 0 < œ < œ, 


— propagation sans atténuation pour œw, < ©. 


Dans ce dernier régime, K est réel (toutes les composantes sont réelles) et la relation (k ^ È)=w8 montre 
que £E et B sont en phase. 


: @ w ; ; 
La vitesse de phase v, = + vaut c—— (elle n’est réelle que pour les ondes progressives, avec œ > «,); 


2 _ m2 
@ o 


elle est supérieure à c. De la relation de dispersion, nous tirons par différentiation : 


2 y 
E 2k dk = + (20 du) E Hemse 
+ dk v 


EXERCICES Propagation des ondes 
= électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. (SUITE) 


2 2 
; w — o ; ; , ; me 
D'où v, = CS < c. Comme il convient, la vitesse de groupe est bornée supérieurement par c. 


o Y tagina t 


° Il wy a pas de mécanisme dissipatif agissant sur les porteurs € 
peut, au plus, lui refuser de se propager. 


+ 
-3 
© 
[3 
en 
œ 
[s] 
La] 

"3 
& 
£ 
+ 
€D> 
et 
"i 
Le 
FeS] 
+ 
paa 
© 
5 
lei 
Le] 

ae 
Le] 
5 
Les] 
Les 
Le] 
= 


[11-2] Le milieu de Pexercice (11-1) est, par exemple, « Pionosphère », c’est-à-dire l’ensemble des couches 
atmosphériques présentes à très haute altitude (50 à 100 kms), et où des causes diverses (dont le 
rayonnement solaire) assurent une ionisation — c’est-à-dire une dissociation des atomes en ions positifs 


et électrons —, au moins partielle. 

1° Montrer que la conductivité ionique est toujours négligeable (dans le modèle adopté ici) 
vis-à-vis de la conductivité électronique. 

2° Calculer la «fréquence de coupure » de l’ionosphère, et la longueur d'onde 4 (dans le vide) 
correspondante, pour n = 1,22 : 101? m~’. (On rappelle qu’on a, d’autre part :m = 0,9: 10759 kg, ` 
e = 1,6 107 !° C.) 


oo EES 


1° La masse M de l'ion est au moins celle d’un proton, soit près de 2 000 fois celle de l’électron. Les 
conductivités sont dans le rapport inverse des masses : on peut donc négliger la conductivité ionique. 


2° La «pulsation de coupure» est œ, : c’est elle qui sépare les deux régimes d’ondes évanescentes 
et d’ondes progressives. La fréquence correspondante est : 


2 


1/2 
y = 2» -x G5) = 10 MHz. 
com 


La longueur d’onde correspondante est de 30 mètres. 


[11-3] Un milieu contient n ions immobiles, de charge + e, par unité de volume, et n électrons de charge — e, 
masse m. Ceux-ci sont mobiles : quand on les écarte d’un vecteur 7 de leur position d'équilibre, ils 
sont rappelés vers elle par une force (— mor). Quand ils se meuvent à la vitesse ï, ils sont de plus 
soumis à une force de frottement : — m °v ° 7. 


1° Si les électrons sont soumis à un champ électrique sinusoïdal Æ = Eo eo, ils prennent un 
mouvement d’oscillation forcée correspondant à une vitesse T(t) qu’on déterminera. 


2° En déduire la conductivité o(œw) du milieu, qui garde les constantes diélectrique et magnétique, £o €f Hos 
du vide. 


3° On cherche à propager dans ce milieu une onde électromagnétique en eien, k étant 
éventuellement complexe, et de la forme k — k' + ik”. Calculer le rapport —. 
O 
2 
4° Donner l'expression de (k'? — k”?) et (k'k”) en fonction de w, c, @o, v et ofar o = a) 
Z a 


En déduire les valeurs approchées de k' et k” pour k” < k'et œ = D2 
Montrer que k” s’annule quand disparaît la force de frottement, et justifier ce résultat. 
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Propagation des ondes 
électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. (SUITE) 


EXERCICES 


5° On prend hog = 1 électron-Volt (h = 1 x 10734 J- s}, v= 101% s7!, m = 0,9 x 1073 kg, 
e = 1,6 x 1071 C; n = 10% m`’, Calculer ©, ; k’ et k”, pour © = w, V2 : les conditions de validité 
de l'approximation faite au 4° sont-elles remplies ? 


1° L'équation du mouvement des électrons est ici : 


d? : EC 
m— = — MmoËr — m? — eE, e7”, avec =. 
dt p 9 


Si F est de la forme F = 7, ei il vient : 


; eE 
lo — ©? — iov = — — 
m 
et la vitesse T = — jo vaut 
„ ioe A 
e lo — œ? — iwv) l E 


2° La densité de courant correspondante est : 


2 
> new aa p 
j=n- e= ~i n lo — o? — iwv) t E 
ce qui définit une conductivité : 
Er ) 
— ine*o 
sw) = 


3° De (11-18) nous tirons, avec £ = g) + — = &o + 


k? 1 w? 2 
A T T AUS =) 
w c wg — w? — iwv MEg 
4° On voit ainsi que k? est complexe, de même que k; k' et k" étant réels, on a : 


K=RHR ; kè = (K? — k"?) + KR. 


et en identifiant à lexpression donnée plus haut : 


kK? = k"? = Ca fı + CACH i w°) | 


2 2 


EXERCICES Propagation des ondes 
électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. (SUITE) 


Avec œw = V2, et si nous supposons k” < k’, nous aurons 


E : ne 2 : À 2 ” G) 2 
k? x k? — k? x Z (soit K a DNE v2, et E Re TS , 
2 c ko oE o + 2 


rapport dont il conviendra de vérifier a posteriori la petitesse devant l’unité. k” s’annule avec v, donc avec la force 


de frottement : or cette partie imaginaire du vecteur d'onde traduit l’atténuation de Ponde; cette atténuation 
disparaît avec le phénomène dissipatif lié aux frottements. 


5° On a wg = 1,6 x 1071 Joule d’où wo = 1,6 x 105 rd: st, 
-1 


ri % 1074 (justification a posteriori des calculs menés 


On trouve par ailleurs œ, = 5,7 x 101° rd -s 
plus haut) et 


k'= 0,75 x 107m7! , k” = 0,4 x 10° m°!. 


[11-4] Un matériau (« supraconducteur ») présente les constantes électrique et magnétique du vide, (8, et #,), mais 
la loi d’Ohm y est remplacée par la relation constitutive (dite de London) : 


Aj = — À 
F est la densité" de courant, À le potentiel-vecteur, À une constante caractéristique du matériau étudié). 


1° Trouver l’équation au champ magnétique B. 


2° Quand B ne dépend pas du temps, comment variera-t-il au voisinage de la surface (supposée plane 
et infinie) d’un supraconducteur immergé dans un champ extérieur parallèle à cette surface ? 


3 En régime variable, la densité de courant j est somme de deux termes, l’un, Ï, satisfaisant à la 


loi d’Ohm( fl =o Ë où ø sera supposée indépendante de la fréquence), l’autre j" obéissant à équation 
de London. Donner la relation de dispersion pour une onde plane de pulsation œ et nombre d'onde k 
propagée dans le milieu. 


S 


1° Ona : A — - Aj; B = rot À = — ATOL]; avec roi B = pJ + tolo D, t E= — i vient : 


— + + ne 2 D 
rot rot B = grad (div B) — AB = uorot j — cube soit : 
t 


2 Pt 
2° Avec EF = 0, l'équation précédente se réduit à AB = £o B. 


Au voisinage de la surface z = 0 du supraconducteur (qui occupe le demi-espace z < 0) et en imaginant 
une variation de B avec z seulement, nous aurons : 


soit pa exp + Fe | +) 


HULIN. — Électromagnétisme ~ 1n 4 
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ropagation 
électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. $ (SUITE) 


EXERCICES 


Ce champ se raccorde sans discontinuité (cf. chapitre suivant), au champ extérieur; on peut exclure 
l'hypothèse de sa croissance infinie pour z > — œ% et garder la solution décroissant exponentiellement 


en exp Po z}. On voit que le champ magnétique est maintenu hors du supraconducteur, dans lequel il ne 


pénètre que sur une épaisseur de l’ordre de VA]u,. (Il sera intéressant de tirer de la relation de London les dimen- 
sions de A et de vérifier Phomogénéité de /A/u, à une longueur.) 


3° L’équation en À devient maintenant : 


AB = porot j” + Ho oo 
soit 
AB — eolo = 22 B + cuoB 
"+ + Canan d + —_ ðB v i -a : 
en effet, on a : rot j = rot (6Ë) = orot E = —0o FE.) Pour un champ variant en e'™*¥7®®, cette relation 


implique équation de dispersion suivante : 


Ho; PR 
= 2 — jOO Up SOÛ : 
1 0 


On voit sur cet exemple où k?, complexe, peut prendre une valeur réelle négative, que les situations physiques 
qui peuvent effectivement se rencontrer dans les problèmes de propagation sont extrêmement variées. 


ER, 


[11-51 On considère un milieu infini, isotrope, contenant des électrons mobiles (masse m, charge — e) à raison 
de n par unité de volume, et un nombre égal d’ions de charge opposée, qui sont fixes. Le milieu est soumis 
à un champ magnétique extérieur uniforme Bo dirigé suivant l'axe Oz d’un trièdre de référence. On 
se propose d'étudier la propagation dans ce milieu d’ondes électromagnétiques planes de pulsation œ, de 


vecteur d’onde k parallèle à B, (dont la seule composante non nulle est k, = k). Les grandeurs associées à Ponde 


varient ainsi en ef 7-21), soit e772”. La présence du champ Bo, comme on le verra, peut modifier 
assez sensiblement le comportement de ce plasma par rapport à ce qu’on a étudié dans le texte ($ 11.1V.2°). 


+ 


1° Soit Ë et B les vecteurs champs électrique et magnétique associés à Ponde. La vitesse y des 
électrons dans ce milieu est solution d’une équation du mouvement du type : 


d? 4 %3 > z mt 
m [Eta Æ +B) -y (1) 


Expliciter l’origine des différents termes du membre de droite. Pour un régime stationnaire, et pour 
B = B, — 0, montrer que (1) conduit à une relation linéaire entre Ē et 7, et à la définition d’une conduc- 
tivité 6, à fréquence nulle. Donner expression de o, en fonction de x, e, t et m. 

2° Désormais, si À (de composantes Á, 4, A,) est Pun des vecteurs qui interviennent dans la 
description du phénomène, on aura intérêt à raisonner systématiquement sur les grandeurs : 4, = (4, £ i4). 
De (1), et en négligeant l'effet de Z devant celui de B., déduire la relation entre v, et E,. On posera 


1 eB 
v=—eto, ee. (fréquence cyclotron). 
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EXERCICES Propagation des ondes 
| électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. (SUITE) 


3° Écrire l'équation de dispersion sous la forme k2, = fo) où Eo et k) sont, respectivement, 
de ne 
les nombres d’onde associés aux champs E, et E_. On posera o? re 
9 

4 On suppose © & Op > GX, V A quoi se réduit l’équation de dispersion ? 

On suppose maintenant œ < &, et 7 > 1. Que devient l'équation de dispersion? Montrer que, 
pour œw donné, deux ondes circulaires peuvent se propager, avec les caractéristiques suivantes : 

Pune existe quelle que soit la valeur de B, C’est Ponde « hélicon » ou «siffleur ». Calculer sa 
vitesse de phase et sa longueur d’onde. 

l'autre n’apparaît qu’au delà d’une certaine valeur B,, de Boe 


5° a) Calculer la vitesse de phase d’un « hélicon » se propageant dans le sodium, avec 
n = 2,66 : 10°? cm” = 0,9 - 107 °° kg e=1,6:107°C 
B, = 1 Tesla, w = 2n x 32 Hz. 
Commenter le résultat obtenu. 
b) Calculer la vitesse de phase d’un « siffleur » ionosphérique avec 
n=10$em" B, = 0,51074 Tesda œ= 104 s~. 


Quel est Pordre de grandeur du temps mis par le siffleur pour aller d’un pôle terrestre à l’autre? 


1° Dans le membre de droite de l'équation, on reconnaît la force de Lorentz produite sur l’électron 
de charge — e par le champ électrique Ë et le champ magnétique total (B + Bò, et une force analogue à un frotte- 
ment visqueux qui traduit la présence de phénomènes dissipatifs susceptibles d'enlever aux électrons leur énergie 
et leur quantité de mouvement. 

Sans champ magnétique, il reste 


d? pi D € Ē 
dt t m` 
Ki d? , . eS? . -et x m 
En régime permanent T s’annule. Il reste une vitesse limite : V = p E et une densité de courant 
3 ; 
= . het à = 
j= n- e) nd = Go E avec 
nE ne°t 
0 m ; 


o (N.B. : B, est un champ extérieur : la force magnétique due au champ Ë de Ponde est, comme d'habitude, 
négligée devant la force électrique, mais ce n’est pas le cas de la force magnétique due au champ Bo- 
eBo 


Les électrons décrivent des trajectoires hélicoïdales autour de celui-ci, à la fréquence cyclotron 0, =. 


Par suite le comportement du milieu sera différent pour une onde circulaire se propageant parallèlement à Bo, 
suivant que son champ électromagnétique tourne ou non dans le sens des électrons). 
+ 


foi : R f . dù vs f 
En régime sinusoïdal stationnaire u io et (1) devient : 
Dies = SAA mọ 
— imo? = — eE — ev A Bọ —-— 


T 
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Propagation des ondes 
électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. ; (SUITE) 


EXERCICES 


soit, en projetant sur les deux axes, Ox et Oy, perpendiculaires à OZ) : 


X 


— miov, + mvo, = — eE, + eBwy 


— miwv, + mvv, = — eE eBw, 


et par combinaison linéaire : 


eE, 

D, = — - 

mio + œ, + iv) 

Les densités de courant associées sont 
2 
ne E 

+ oi. ; Ł 
J el (2) 


m oto, + iv 


(On remarquera que, pour v suffisamment petit, il apparaît une véritable résonance dans la conductivité, 
pour la polarisation (j_, E_), au voisinage de w = œ.. L'autre polarisation n'a pas de comportement bien 
remarquable : on voit bien apparaître la dissymétrie annoncée plus haut.) 


3 Les deux relations div Ë = 0 (le milieu est neutre) et div B = 0 nous assurent de la transversalité des champs Ë 


et À : seules nous intéressent ici les composantes E,, E, (ou E) et B,, B, (ou B.). 
La loi de Faraday nous donne : 


wB, = +ikE, (3) 
et le théorème d'Ampère : 


kB, = ie F moja (4). 


De (2), (3) et (4) nous pouvons conclure que les composantes affectées du signe + (E4, j+, B+) sont indépendantes 
de celles qui sont repérées par l’indice —. Il est donc possible de résoudre le système formé par ces équations 
en annulant une série de ces composantes et en ne s'intéressant plus qu’à la détermination de l’autre; par 
exemple, on prendra E, = B} =j} = 0 d'où E, = — iE,, B, = — iB, etc... : Ponde a une polarisation cir- 
culaire). Le calcul de E. = E, — iE, = 2E (= — 2iE), de B_ = 2B(— — 2B,)..., détermine alors complète- 
ment le champ électromagnétique. 


Par élimination des champs, on obtient, pour ces deux ondes circulaires, les relations de dispersion : 


2 2 
ee lens A E 5 
O e { olw + ©, + iv) 6) 


4 a) avec w & ©, > We V on retrouve pratiquement la relation de dispersion du « plasma » sans phéno- 


mène dissipatif et sans champ magnétique Ë, traité dans le texte du chapitre; cette relation est indépendante 
de la polarisation : 


b) avec © < w,et w, > v, il vient : 


EXERCICES [11] Propagation des ondes 
électromagnétiques planes 
dans les milieux linéaires. (SUITE) 


L'onde « E_ » (signe + dans la parenthèse de (6)) a toujours la forme d’une onde progressive (k? réel positif). 
aTi 

la vitesse de phase vaut v, = d 1+ 2) et la longueur d’onde 

\ 


DE, 
2 — 1/2 
ji 2% +#) 
œ@ 


€ 


2 
; ; @ / 4 , 
L'onde « E. » n’est une onde progressive que pour œw > —. A œw fixé ceci impose que œ, soit suffisamment 
+ w € 
ne c 
Ep * © 


élevée, de même que Bo : Bo > 


2 me 1 
5° a) pour l’hélicon dans le sodium : Pr est de Pordre de 108 et v, se réduit à c (= = 20cm:s"!: 
2o ww 


€ 
vitesse étonnamment faible pour des ondes électromagnétiques. 


: ; 1 ww? d O ; +. 
On a à peu près : k? = — 0 4 Le Me à 20. La vitesse de groupe est donc, elle aussi, très 
? o dk w? K 
g p . 


faible. On remarquera que, même si c’est souvent le cas, rien n’impose à la vitesse de phase et à la vitesse de groupe 
d'encadrer la vitesse c de la lumière dans le vide, avec par exemple 
v 


Va = €? &e> or, <a) 


2 

PE ; v m a 
b) < vaut ici 3,6 : 104, ce qui reste > 1. On trouve vo (~ #)= 1,4: 106 m s7!. Le demi-périmètre terrestre 
(20 000 km) serait parcouru en à peu près 14 secondes. (Les ondes en question se situent dans la gamme audible, 
et présentent une dispersion très sensible : les ondes « aiguës » sont plus rapides que les « graves ». D’où le son 
caractéristique de certains parasites radio, excités par les orages, et dont on peut suivre les allers et retours 
entre les deux pôles, le long des lignes de force du champ magnétique terrestre.) 


€ 
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CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDÉE. 


Il arrive fréquemment qu’une onde électromagnétique ait à se propager dans une série de milieux 
de propriétés électromagnétiques différentes : on peut même dire que c’est le cas général, puisque, en 
pratique, aucun milieu ne peut avoir une extension infinie dans l’espace. La traversée de la surface de 
discontinuité entre deux tels milieux oblige Ponde à satisfaire un certain nombre de conditions qu’on 

peut déduire des équations de Maxwell généralisées. Nous les expliciterons ci-dessous, pour des milieux 
linéaires, puis nous en tirerons quelques conséquences d’intérêt physique. 


IL CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 


Soit deux milieux homogènes. (isotropes), linéaires, séparés par un plan Z 
P, soit (1) et (2). 

On notera, O étant un point de P, Oz laxe normal à ce plan, Ox, Oy 
deux axes orthogonaux dans P. On désignera par 7, et #, les vecteurs unitaires 
parallèles à Oz (qu’on orientera, arbitrairement, par exemple de (2) vers (1)) 
qui pointent respectivement vers l’intérieur des milieux (1) et (2). 

On désignera par E Bis Ë b D, les champs électrique, magnétique etc... 
dans le milieu ( 1), au voisinage immédiat de O (les composantes sont E, „ E ieh 
et par E., B,, Ha, D, les mêmes champs, toujours au voisinage de O, mais Fic. 12.1 
dans (2). La discontinuité entre les deux milieux, caractérisés respectivement 
par les constantes diélectriques £; et &,, (les constantes généralisées &, et &, éventuellement), et les 
perméabilités magnétiques u, et 4, peut introduire une discontinuité du champ électromagnétique : nous 
cherchons à préciser les conditions de raccordement des différentes composantes de ce champ à travers 
le plan P. 


1° Cas de deux diélectriques : 


A 


Par opposition à un conducteur, un diélectrique sera un milieu dépourvu de charges susceptibles 
de se mouvoir librement à travers la masse du matériau : certaines charges peuvent être mobiles, mais 
autour de points fixes; elles introduisent, en régime sinusoïdal, une conductivité, mais ne peuvent venir se 
| concentrer en certains points, et en particulier sur la surface de discontinuité P entre les deux milieux. 

“il Dans toute la suite, nous supposerons que les champs Ë, B, D, À restent finis. 
| Ici, nous pouvons de plus supposer que les densités de charge et de courant, p et j, sont elles-mêmes finies, 
en particulier près du plan P. 
Reprenons alors les équations de Maxwell généralisées : 


div D = (Électromagn. 11-1) 
div Ë =0 (Électromagn. 11-2) 
rot Ë = — Z (Électromagn. 11-3) 
rot À = ÿ+ 22 (Électromagn. 11-4) 


Imaginons une surface élémentaire dS de P, de point moyen ©. Construisons, à partir d’elle, un. 
cylindre droit, qu’on limitera par deux sections droites dS, et dS, (d'aire dS), respectivement placées 
dans (1) et (2), et distantes d’un infiniment petit dh du second ordre par rapport aux dimensions de dS. 
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| 112] CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
| ONDES STATIONNAIRES 
| ET PROPAGATION GUIDÉE. (SUITE) 


Le flux de À à travers la surface du cylindre fait intervenir : 

le flux à travers la surface latérale, négligeable car dh est pris du 
second ordre, 

les flux à travers les bases : 


ds, B, + ds, Ra: B, = ds, B, + fa: B). 


D'après (11-2), ce flux est nul (B8 est à flux conservatif). D'où la 
condition : 


(Électromagn. 12-1) 


ñ B, +8: B,=0 
et B iz ” B 2z? 
la composante normale de l'induction magnétique est continue. 
Calculons maintenant le flux de D : à l’ordre le plus bas, il vaut : 
(i D, +," D,):ds. (Électromagn. 12-2) 
En appliquant le théorème de la divergence, on en trouverait une autre expression en sommant div D 
sur le volume intérieur au cylindre. D’après (11-1), on obtiendra une valeur du type : p: dS + dh où dS + dh 
est le volume du cylindre et p une valeur moyenne de p dans celui-ci qui, comme p elle-même, est finie. 


Au total, et du fait de la présence du facteur dh, on obtient un infiniment petit d’ordre supérieur à (12-2), 
| qu’on peut négliger. Il reste finalement, comme pour B, la condition : 


(Électromagn. 12-3) 


ñ D, +: D, = 
et D;, = Daz 


| la composante normale de l'induction électrique est continue. 


Remarque. — Il résulte de (12-1) et (12-3) que les composantes normales de À et È ne sont pas, en général, 
continues. Avec : 


(Électromagn. 11-5) 


D=e 
B (Électromagn. 11-6) 


-Ë 


nous obtenons : 
e&t Eis = 8, Ez 


m Ha = i Ha (Électromagn. 12-4) 


Donnons-nous maintenant, dans un plan normal à P, et chevauchant cette surface de discontinuité, 
un circuit rectangulaire élémentaire de longueur d/ parallèle à Ox, de hauteur dh parallèle à Oz. dh est un 


infiniment petit du second ordre par rapport à d/. Le circuit est orienté 
dans le sens de rotation positif autour de Oy. 


Calculons la circulation de Ë sur ce circuit : elle comprend : 


la circulation sur les largeurs BC et DA (négligeable puisque celles-ci 
sont supposées infiniment petites vis-à-vis des grands côtés du circuit), 


Ja circulation sur AB et CD soit : (E,, © dl — E,, : di) avec lorien- 
tation choisie (E,, et E,. sont des valeurs moyennes le long de 4B et CD, 
mais qu’on peut confondre avec les valeurs en O). Fic. 12.3 
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| [12 CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
AU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE. 
REFLEXION ET REFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDEE. (SUITE) 


D’après le théorème du rotationnel et la relation (11-3), cette circulation est égale au flux 


ðB) EAR ; ; 3 
de | — jè travers le rectangle. C’est un infiniment petit en dh : d/ (puisque nous sommes assurés que B, 
et sa dérivée ES restent finis), donc négligeable devant l'expression proportionnelle à d/ (sans intervention 


de dh) obtenue plus haut. D’où la condition : 


Ex E;) d’=0 et E;, = Ezy 
On démontrerait de même : E,, = E}, 
Au total, on peut donc écrire : 
Eis = Ex ; Ei, = Ez, 
A AË A Ē,=0; (Électromagn. 12-5) 


la composante du champ électrique tangente à la surface de discontinuité est continue. 


Un même raisonnement, appliqué au calcul de la circulation de Ë, s'appuyant sur (11-4) et sur 
l'hypothèse de non-singularité de D et de j, nous conduirait au résultat analogue : 
H,,=H 5 Hp = H, , 
D di K T } (Électromagn. 12-6) 

La composante tangentielle du champ magnétique est continue. 


Remarque. (12-5) et (12-6) impliquent la discontinuité des composantes tangentielles de D et B. 
En fait, nous devons avoir : 


Dix ee Dax ; D,, = Day 
2i E2 E1 62 (Électromagn. 12-7) 
Bix = B3; x B,, -— Bay 
Hi H 7 M Pa 


2° Cas où l’un au moins des milieux est conducteur 


Nous avons indiqué plus haut que, dans le conducteur, des charges complètement libres de se déplacer 
peuvent venir s’agglutiner, en particulier, au niveau de la surface de discontinuité entre les deux milieux. 
Elles y produisent alors une densité superficielle de charges, o, qu'on peut considérer comme une 
singularité de la densité volumique p; (c’est par exemple le cas en Électrostatique, à la surface d’un 
conducteur chargé placé dans le vide). 

Par suite : 


— nous pouvons reprendre, sans changement, le résultat (12-1) (continuité de la composante normale 
de l'induction magnétique) 

— par contre le flux (12-2) de l'induction électrique doit être égalé à la charge totale présente dans 
le cylindre. Si la surface dS que celui-ci découpe sur le plan P de discontinuité porte une densité 
superficielle o, cette charge vaut o dS : c’est un infiniment petit du même ordre que (12-2) vis-à-vis duquel 


A 


elle cesse d’être négligeable. D’où la condition : 


(DiR, + B, 7) dS = o:dS 
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CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 


AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET REFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDÉE. (SUITE) 


et après simplification : 


Don + D, ñ= 0 (Électromagn. 12-8) 


Il apparaît une discontinuité de la composante normale de l'induction électrique égale à la densité super- 
ficielle de charge. 


Remarques. 


a) de (12-8) nous tirons : 


(On retrouverait ainsi, en particulier, le théorème de Coulomb de l'Électrostatique) 


b) si la densité superficielle de charge o disparaît, (12-8) redonne le résultat antérieur (12-3), comme il 
convient. 

On peut étendre au cas des conducteurs le résultat (12-5) : la composante tangentielle du champ électrique 
reste continue. 

Par contre, nous devons prendre garde au fait que les charges libres présentes dans le conducteur 
peuvent en s’agglutinant à la surface de celui-ci, si elles sont en mouvement, y produire une singularité de 
la densité de courant J: nous dirons qu’il apparaît une densité superficielle de courant, soit K, décrivant 
une nappe de courant limitée à la surface des conducteurs (si bien que K n’est définie que sur cette surface.) 
Un segment infinitésimal AB, de longueur d/, tracé sur cette surface et auquel on peut associer un vecteur 
normal d# de même longueur est ainsi traversé par une intensité : d7 = K : dñ. 

(On remarquera la symétrie des transpositions : 


B K 
— densité volumique de charge p — densité superficielle de charge © 
l dñ 
charge finie dans un volume charge finie sur une surface 
— densité volumique de courant j — densité superficielle de courant K Fic. 12.4 
4 4 


intensité finie à travers une surface intensité finie à travers un arc de courbe.) 


Reprenons alors le calcul de la circulation de À le long du rectangle ABCD de la Fig. 12-3 : comme 
plus haut, il vient (H,,— H,,):d/ que nous pouvons, d’après le théorème d'Ampère (11-4), égaler à 
l'intensité du courant qui traverse le rectangle. S'il y a densité superficielle de courant, le segment EF que 
celui-ci découpe sur la surface de discontinuité P est traversé, dans la direction de Oy (normale positive 
au circuit ABCD) par l'intensité d7 = (EF) : K, = K, : di, qui est un infiniment petit du même ordre que 


le flux de À : nous ne pouvons plus le négliger, et nous devons donc écrire : 


H, — Ha = K, y K 


En raisonnant de la même manière sur un rectangle de longueur parallèle à Oy,» 
de normale positive Ox, nous obtiendrions de la même façon : 


EQ 


— H, + Hy = + K.. Fic. 12.5 
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ITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 


[12 CON A J 
AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 


RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDÉE. (SUITE) 
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Au total, il apparaît une discontinuité de la composante tangentielle du champ magnétique, qu’on peut 
résumer par les formules : 


H, -Hp =K, H,-H,=-K, i 
: ? ” 3 2 | (Electromagn. 12-9) 


=> + -> 
ou mna H +t aH, = -K 


1° (12-9) redonne (12-6) quand disparaît la conduction en surface. 


2° Comme on la noté, la densité superficielle de courant Æ constitue une singularité de la densité 


+ 


volumique j. Si les conducteurs considérés sont ohmiques la relation de proportionnalité : 
J= yE 
implique : 
— soit que E soit lui-même singulier, ce que nous excluons par ailleurs, 


— soit que la conductivité y soit infinie. En fait, i n’y aura donc densité superficielle de courant que 
dans le cas limite, idéal, des conducteurs parfaits. (C’est néanmoins un cas qu'on fait souvent intervenir dans 
des raisonnements simplifiés; nous devons donc attirer l’attention sur lui). 


3° De même que les densités volumiques de charge et de courant sont liées par la condition de conti- 
nuité : 
div J + êp =0, (Électromagn. 12-10) 


de même devrons-nous écrire qu’il y a, en surface, conservation de la charge. En détaillant le bilan des charges 
qui traversent la surface du volume élémentaire de la figure 12-2, nous aboutissons à la condition : 


> > 3 > . 3,0 
Aji + haja + div, R + = 0, 


où j, et j} sont les densités de courant dans les deux milieux de part et d’autre de la surface de discontinuité. 


(a est la divergence à deux dimensions; si la surface de discontinuité est plane et rapportée à deux 


axes cartésiens Ox et Oy, on a ainsi : 


iv _ ÔK, , ôK, 
div, K a t 5) 


Par suite, en régime variable, par exemple sinusoïdal, la présence d’une densité superficielle de charge o . 
non nulle implique soit une discontinuité de la composante normale de la densité volumique de courant, 
soit l'existence d’une densité superficielle de courant de divergence non nulle, (soit les deux). 


4° (12-8) et (12-9) font intervenir deux grandeurs supplémentaires : les densités superficielles o et À. 
Par conséquent, pour trouver les champs électromagnétiques, on utilisera les équations qui assurent de la 


continuité de telle ou telle composante de Ë ou B, et qu'on associera aux équations de Maxwell. Une 
fois déterminés les champs, l’examen des discontinuités de la composante normale de l'induction électrique 


[12] CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDEÉE. (SUITE) 


T, 


a 
Le 
e+ 
PNI 
trh 
< 
Le] 
S 
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S 
=. 


et de la composante tangentielle du champ magnétique permettra de calculer 
l'application de (12-10) permettra de contrôler les résultats obtenus. 


LOIS DE DESCARTES POUR LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION. 


Supposons qu’une onde plane, propagée dans un milieu (1) avec la fréquence w et le vecteur d’onde k i 
tombe sur la surface de séparation P entre (1) et un milieu (2), dont on supposera qu’on peut également 
y propager des ondes électromagnétiques de fréquence w. 

L'expérience montre que cette onde incidente donne naissance : 


— dans le milieu (1), à une onde réfléchie de vecteur d'onde Æ i 


— dans le milieu (2) à une onde réfractée (vecteur d'onde k,). Au voisinage de P, les champs électro- 
magnétiques seront : dans (2), ceux associés à l'onde réfractée ; dans (1), ceux 
associés à la superposition des ondes incidente et réfléchie. 


Les conditions de continuité définies au paragraphe précédent impliquent 
en particulier des égalités entre certaines des composantes des divers champs et 
inductions, électriques et magnétiques. Parmi celles-ci, celles qui proviennent de 
Tonde incidente varient sinusoïdalement dans le temps à la fréquence œ : elles 
ne pourront être égales à celles des autres ondes, ou à une combinaison linéaire, 


que si les champs de ces ondes sont eux-mêmes à variation sinusoïdale dans le 
temps, avec la fréquence œ. 

Première conséquence des conditions de continuité : réflexion et réfraction Fic. 12.6 
conservent la fréquence. 

Au niveau du plan P de discontinuité, les champs liés à l’onde incidente ont une dépendance spatiale 
en ef, qu’on peut récrire ici er où R, est la projection sur P de k, puisqu'on ne considère que des F 
parallèles à P (ce qui élimine du produit scalaire k, -P la composante de A normale à P). R, et Ki 
étant de même les projections sur P de k, et k!, les champs liés aux ondes réfractée et réfléchie ont, au niveau 


de P, des dépendances spatiales caractérisées par des facteurs ezf et ei”, 

Les équations de continuité qui impliquent, d’une manière générale, l'identité à zéro de certaines 
combinaisons linéaires de trois termes variant respectivement en er eiF er", imposent à ces trois 
facteurs d’être identiques; d’où la condition : 


k, = Ki = kK, (Électromagn. 12-11) 


Nous tirons de (12-11) 


a) que les projections sur P de Ñ; et Ki, et k, et k, doivent être colinéaires. D'où la première loi de 
Descartes : il existe un plan (plan d'incidence) qui contient la normale au plan P de discontinuité, et les 
trois vecteurs K}, k, et k, 

. b) que l'angle de réflexion (Ñ, ki) est égal à l'angle d'incidence CA ñ). k, et £', qui correspondent à des 
propagations à une même fréquence œ dans un même milieu, ont même module. L'égalité de leurs pro- 
jections sur P, K, et R, implique celle des angles qu’ils forment avec la normale à P. 
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AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
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MI. 
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c) que langle de réfraction r (k;, A) et l'angle d'incidence i (K, ñ) vérifient la deuxième loi de Descartes 


sini = n'sinr i 
i (Électromagn. 12-12) 
où n =- 
Va 
rapport des vitesses de phase des ondes de fréquence œw dans les deux milieux, constitue l'indice du milieu (2) 
par rapport au milieu (1). 
Les nombres d'onde dans (1) et (2) vérifient 


(03) on) 
k = — k, = —. 
Vi Ua 


On a d’autre part k, = k; > sin i k, = k, ' sinr. 
De (12-11) nous tirons ici : 


D . . œ . nr = US Li 
— sin i = — snr et sin i = —" snr. 
Vi LE) V2 


La théorie de Maxwell, convenablement adaptée au cas des milieux matériels, nous permet ainsi de 
rendre compte très simplement des lois fondamentales de l’optique macroscopique. Mais elle permettrait 
d’aller beaucoup plus loin, même dans ce domaine très classique : par exemple, en rendant compte du 
rapport des intensités lumineuses réfléchie et réfractée, ou des modifications apportées à la polarisation 
de l’onde incidente. 


: ONDES STATIONNAIRES. 


Perpendicuairement à l’axe x'Ox est placé en O un plan parfai- 
tement conducteur. Du vide, une onde plane (w, k) qu'on supposera 
polarisée rectilignement, vient frapper normalement ce « miroir ». Il 
ressort une onde réfléchie (w, — F). Les champs incidents et réfléchis 
sont respectivement en : 


-> = 3 + m A Ë, =- P 
n : kx ~ ot = res ; kx — ot) 
E, = Eo eï X ~ œt) B, = ln Bo etl s — 
(#2) 
2 À + k A J mb i A 
= F’ . ekx ot) ds LE E — P! . etrikx— iot) 
E, = Ee B, w Byte i Fic. 12.7 


Dans le métal parfaitement conducteur, le champ électrique et le champ magnétique qui lui est néces- 
sairement proportionnel d’après les équations de Maxwell sont nuls. 


La condition de continuité de la composante de Ë tangentielle au miroir impose donc : 
E(x = 0) + Ex = 0) =0 
D'où 
Ë, = — Ë 


CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 

AU CHAMP ÉLECTROMAGNETIQUE. 
RÉFLEXION ET REFRACTION. 

ONDES STATIONNAIRES 

ET PROPAGATION GUIDEÉE. (SUITE) 


Finalement les champs réfléchis sont en : 


La 


R ____p Ail-kx— ot) B — i(— kx — ot 
E, = — Ee , B, = B eTo” 


r 


Au niveau du miroir, les deux composantes tangentielles de B, celle due à Ponde incidente, et celle due à 


Ponde réfléchie, s'ajoutent; il apparaît une discontinuité des composantes tangentielles de B (et Ë) à la 
traversée du plan x = 0 : d’après (12-9), elle traduit la présence, à la surface du miroir, d’une nappe de 


courant superficielle de densité Š avec ici : 
1 


cn a QB 67) + (R, AO = - R 
Ho 
soit 
Ř=-2 5 | Bo. gioi (Électromagn. 12-13) 
o 


Dans le vide, il y a maintenant superposition des deux ondes planes, incidente et réfléchie, et les 
champs observés sont en : 


m> > => + s : Led ` wii 
È = E, + E, = [e — e7™] -e7 = 2i: Eg sin kx e71 


Le + er] ei = 2: Hé: cos kx: e7 


Il n’y a plus propagation, mais vibration « sur place » du champ électro- 
magnétique avec des « nœuds » (où le champ est toujours nul) et des 
« ventres » (où l'amplitude de sa variation temporelle est maximale). Le 
champ électrique a un nœud sur le miroir, puis en N; avec k: ON, =r 
(pour avoir 0 = sin kx, x = ON,). D'où 


ON, = Į = n/2x/À) = 2/2. 


Fic. 12.8 


(Le nœud suivant serait à une demi-longueur d'onde, 4/2, de N,, etc.) 
Le passage d’une amplitude en sin kx pour E à une amplitude en cos kx pour B montre que les nœuds 
de B sont ventres de E et réciproquement. 


On a réalisé une onde stationnaire. 7 g 7, 
En face du premier miroir parfait, soit M, et à la distance a, plaçons (MY M) 
un deuxième miroir parfait, M’. Si a est quelconque, Ponde réfléchie j AT RS 
par M se réfléchit à son tout sur M' pour donner une onde identique (en s 
direction de propagation et amplitude) à londe incidente, mais déphasée i | { 
par rapport à elle. Toutes ces ondes superposent leurs champs et aucune Le D HA 
situation bien remarquable n’en résulte. Mais si M’ est placé en un nœud 7 a 7 
de E pour Ponde stationnaire créée par M, Ponde que réfléchit ce second j W 
miroir coïncide avec l’onde incidente initiale : Ponde stationnaire est Fic. 12.9 
stable. On dit encore qu’on a réalisé une «cavité » qui résonne sur un 
de ses modes propres. La condition de résonance est que la longueur d'onde À dans le vide, à la fréquence w 
considérée, vérifie la relation de 


a=N À (N entier) (Électromagn. 12-14) 
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CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
— AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDÉE. (SUITE) 


On peut naturellement compliquer la cavité, et imaginer des modes propres où la carte du champ 
électromagnétique sera très complexe : nous nous limiterons ici à ces indications de principe. 


IV. PROPAGATION GUIDÉE, 


Soit deux plans infiniment conducteurs, parallèles : z = + a. z 
Dans l’espace vide qui les sépare, et suivant la direction Ox parallèle 
à ces plans, nous cherchons à propager une onde électromagnétique 3 


de fréquence w, et dont nous appellerons k le nombre d’onde. Le champ 

électromagnétique qui lui est associé varie donc en e#*-#9, Mais B à y Ey 

la présence des plans conducteurs nous impose pour le reste d'adopter o LA x 
une carte du champ électromagnétique plus compliquée que celle de l E Be 


Ponde plane : nous devons admettre une dépendance avec y et z des 
différentes composantes des champs Ë et 8. ST 7 7 
Imposons de plus au champ électrique d’être parallèle à laxe Oy. # 


De l’équation de Maxwell 
Fic. 12.10 


divE = 0 


valable dans le vide, nous tirons que 2 = 0, et E, ne peut dépendre (outre le facteur e**) que de z. Ce 


champ, parallèle aux plans infiniment conducteurs, doit (comme on Pa vu au $§ ID) s’annuler à leur 
surface. Supposons, ce qui nous permettra de satisfaire cette condition, que l’on ait 


E, = E;:cos (E) ne Te (Électromagn. 12-15) 
De la loi de Faraday 
DE = -2 = inf 
nous tirons alors : 

ÔE T TZ j 
] De ns =) y ein 122). aix — ot) 
i T i E) x 
ioB, = 0 
à ÔE Hz) , 

= und ue 4e š UT a aitkx —wt) 

ibB, 3x ik-E, ' cos (5) e 


Le champ magnétique cesse donc d’être transverse (présence d’une composante B, non nulle). La 


condition de continuité pour B (composante normale, B,, nulle sur les plans conducteurs)est automatiquement 


An à A à t . 
satisfaite grâce au facteur cos a Il en est de même de l'équation : 


div B = 0: 
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[12| CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 


ET PROPAGATION GUIDÉE. (SUITE) 


on a en effet : 


ne B, OP. nn mn (Re) LT pal Ex =o) 
div B = a tg = (iœ) fu 54 Eo’ sin (Z) ik z E’ sin (5) x € 


= 0 
Li Dani TT En 
Reste le théorème d'Ampère : rot B = Eok ' > qui nous donne : 
B i 
EE PA E E (trivial) 
c? ðy ôz 
B, Ô E 
se spas (trivial) 
c ôx ĝy 
ETER E, =- wo Eo cos (ZE): gieo TN 
c? c? 2a ôz ôx 
r \ nZ nZ 
E E E A S Tz 2. p. Rz 
lio) te (E) E,: cos (5) + k?» Eo ' cos (5) | 
Après simplification, il nous reste l | 
2 2 l f 
rar (5) (Électromagn. 12-16) 
c? 2a 
En conséquence, nous voyons : — que notre hypothèse initiale sur la forme du champ électrique peut 


effectivement être satisfaite. 


— qu’une relation de dispersion, liant k et œw, nous est imposée : bien que nous soyons dans le vide, 
du fait de la présence des deux plans conducteurs, elle se distingue de la relation simple k Fe an 


caractérise les ondes planes dans le vide indéfini. 


— qu’il n’y aura propagation qu’au-dessus de la fréquence de coupure : 
n'c A 
OT 0 à (Électromagn. 12-17) 


(Pour œ < œp, les ondes que nous avons décrites sont, en fait, des ondes évanescentes.) 
— qu’il y a dispersion, possibilité de définir une vitesse de groupe v, distincte de la vitesse de phase v, 
avec d’ailleurs ici : 


DD =C ; DEC > C 
La non-transversalité de B entraîne que le vecteur de Poynting associé à l’onde a deux composantes : 


— Pune « normale », c’est-à-dire parallèle à la direction de propagation : 


Te) AUS est 
"S = E, B, = F |E. cos a cos (kx o) E Eo ' cos E) cos (kx on) | 
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CONDITIONS AUX LIMITES IMPOSÉES 
AU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE. 
RÉFLEXION ET REFRACTION. 
ONDES STATIONNAIRES 
ET PROPAGATION GUIDEE. (SUITE) 
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(souvenons-nous qu'il convient ici de revenir en notations réelles), qui a une valeur moyenne dans le temps 
positive, qui traduit un transfert global d'énergie dans la direction de propagation : 


— l’autre qui n'aurait pas d’équivalent pour l’onde plane, puisqu’elle est transverse : 


1 nz T „TZ 
S, = + E, B, = S LE COS 37 * COS (kx — 2] x Ë E9 sin zz sin (kx — on) | 


La valeur moyenne dans le temps est nulle : existence de cette composante de Š traduit un va-et-vient 
d'énergie électromagnétique entre les deux plans conducteurs, sans déperdition (il n’y a pas de phénomènes 
dissipatifs), mais aussi sans propagation. 


Remarquons, pour finir, que nous pourrions décomposer le champ électromagnétique en : 


Ê=Ë +Ë, ; E =F exp de + F- or 


B z B, + B, > avec 
f B,,= LITE, ifex+% -ot) 
B 1 K = : 1x © Ja 3 
B, T k, 0, a A E d'où d 
Bam k Z2 eflis +30) 
1 B3; =D ets He) 
B T T FA © a 
B, = AG 0, iaj +) A E, d’où <£ i 2 | 
B,, E k Sole) 


Les champs (È, B) et (È, B,) sont ceux de deux ondes planes qui se propageraient dans le vide 
(supposé illimité) à la fréquence w et avec des vecteurs d'onde respectifs de coordonnées : 


un T 
Ras) « (to-7) 


Quand k diminue, ces ondes tendent à tomber sous incidence normale sur les plans conducteurs : on 
tend, à la fréquence de coupure, vers un régime d’onde stationnaire entre les deux plans qui exclut une 
propagation dans une direction qui leur est parallèle. 

Nous voyons ainsi que, même dans le vide, mais en imposant des conditions aux limites au champ 
électromagnétique, on peut réaliser des régimes de propagation (ondes « guidées ») qui reproduisent certaines 
caractéristiques des ondes rencontrées dans les milieux matériels. Naturellement le guide d’onde imaginé ici 
est très rudimentaire, et le type d’onde auquel nous bornons notre étude est particulièrement simple. Ils 
permettent néanmoins de mettre en évidence des phénomènes d’un intérêt théorique certain et d’une grande 
importance pratique. 


EXERCICES Conditions aux limites imposées 
a au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. 


[12-1] Une onde plane, polarisée rectilignement suivant Oy, tombe sous Pincidence i sur un plan parfaitement 
conducteur d’équation x = 0. Décrire le champ électromagnétique de Ponde réfléchie. 


Le champ électromagnétique disparaît dans le conducteur. En x = 0, la somme des champs électriques 
associés aux ondes incidente et réfléchie, champs qui sont ici tangents au miroir, doit s’annuler. Il en est de même 
de la composante normale (B,) du champ magnétique È; la composante B, peut, elle, présenter une discontinuité 
qui révélera la présence d’une nappe de courant à la surface du conducteur. 

Par suite le champ électrique réfléchi Ë, sera, comme le champ incident, Ë p parallèle à l’axe Oy; on a : 


Ta , aik(xcosi+ zsini—ct) EN aik(—xcosi+zsini—ct) 
E, = Epe E„ = Eo'e 
Z 


00 
HA conducteur 
A 


et, pour x = 0: Ep = — E 
d'où Eo = — Ep, et 


E = -E eik( = xcosi +zsini — ct) 
ry 0 x 
A Ponde incidente correspond le champ magnétique : 
B, nics Eo sin i- eikxcosi + zsini— ct) 
X 
B. = Eo cos i: giktxcosi+zsini— ct) 
F c Fic. 12.11 
et à l’onde réfléchie : 
Be = Eo sin i’ eft- xcosi + zsini — ct) 
c 
B,, 5 Fo cosi’ eikt- xcosi + zsini — ct) 


(On note la continuité, pour x = 0, de la composante normale B, qu’on avait imposée au départ). 


[12-2] Reprendre l’exercice précédent, mais en supposant maintenant l’onde incidente polarisée dans le plan 
(xOz) (autrement dit, c’est le champ magnétique de l’onde incidente qui est parallèle à l'axe Oy). 


Nous aurons (avec les mêmes conditions de continuité pour la composante tangentielle de Ë que plus haut) : 


iy 


E = B eik(xcosi+zsini— ct) 
ip 0 


B, pe Bo gik(— xcosi+zsini ct) 
l E; EE cB, - sin į eikCrcosi+ zsini = ct) T C cB) -sin i’ git(- xcosi + zsini=er) 
E; ae cBo -cosi giktxcosi+ zsini-ct) E, = de cB -cosi' eik(r xcosi+zsini ct) 
De E, (x= 0) = E,. (x = 0), nous tirons B' = — Bo, ce qui achève de définir les deux champs, électrique et 


magnétique, de onde réfléchie. 
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HULIN. - Électromagnétisme — D 5 


Conditions aux limites imposées 

au champ électromagnétique. 

Réflexion et réfraction. 

Ondes stationnaires et 

propagation guidée. (SUITE) 


EXERCICES 


[12-31 Reprendre l’étude de Ponde réfléchie, dans les deux cas de polarisation des deux exercices précédents, 
en supposant que le conducteur parfait est remplacé par un diélectrique parfait, dépourvu de charges et 
et de courants, de même perméabilité magnétique Ho que le vide et de constante diélectrique & > 80° 


1° Le champ électrique de l'onde incidente est parallèle à Oy. 


Avec les notations de la figure, en notant c = c ~o la vitesse de la lumière dans le diélectrique, et en remar- 
quant que c' joue le rôle de c dans tout ce qui concerne londe plane réfractée dans le diélectrique (son vecteur 
d'onde est k' = 2, les deux champs vérifient LE”| = ¢' 18...) on obtient, pour les composantes des différents 
champs, les exbresiofis suivantes : | 

— onde incidente 


E =E eikcosix+ ksin iz — wt) 
y 0 


E, . . E 

B, = —-—?sini ; B,=—cosi 
c c 

— onde réfractée : 

E, = Es geitk'cos rx + k'sin rz — owt) 
y + 

B, = = =sinr ; B, = cosr 
e i FiG. 12.12 


— onde réfléchie 
M un FA ait kcOsix + ksiniz — wt) 
E! = Eve + 


m n 
B; = -sini ; B? = -—.cosi 
c c 
Les conditions de continuité en x = 0 imposent : 
— pour le champ électrique : Eo + Eh = E} 
— pour le champ magnétique 


# 


sin i P sin r 
a) =- — (E, + E) = - 7 Eo 
č c 
x h | FAN CN | 
(ces la même condition puisqu'on a sin i = — siny = n sin r) 
c 
cos i P cos r 
b) z (Es — Eo) = "Es. 


Nous obtenons ainsi, par élimination de £} : 


COS i — n cos F 


cos i (Eo — Eg) = n cos r: (E + E$) T ET 
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EXERCICES [12 Conditions aux limites imposées 
au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. (SUITE) 


Un calcul simple, si nécessaire, permet de tout exprimer en fonction de i et n. On remarquera, par exemple, que 


ss F) x (amplitude de londe 


pour une incidente normale (i = r = 0), Pamplitude de Ponde réfléchie est G 
n 

2 
incidente). Les intensités lumineuses sont, elles, dans le rapport H) . L'énergie véhiculée par Ponde 
réfléchie (c'est-à-dire son intensité), croît avec langle d'incidence : sous incidence rasante ( = 5) on a 


E = Ep, et la lumière est, à la limite, totalement réfléchie. 


2 Le champ magnétique de l'onde incidente est parallèle à Oy. 
Les composantes des différents champs sont ici 
— onde incidente : 
B, Les Bo gitkcosix+ ksiniz — ot) 
X 


E, = ~ cB,sini ; E, = cB, cosi 


— onde réfractée : 
1 p' ail(k'cosrx+k'sinrz— ot) 
B, = Bye 


E, = — dB sinr ; E,=c'B;"cosr 
Fic. 12.13 
— onde réfléchie 
"n __ pr pìi(~kcosix+ ksiniz — wt) 
B, = Bot 
j ns 1/4 A a a | | ASE n £ 
E: = — cB smi ; E; = — cB, cosi 
Les conditions de continuité nous donnent donc : 
B,+B,=8B, ; —csini(B, + Bo) = — c'-sinr(B.) (même condition) 


c(B, — Bg): cos i = c'BÇcosr 
et par élimination : 
n(B, — Bg) cos i = (Bọ + Bi)cosr 
ñ n COS i — COSr 
By = Ba 
n cosi + COS Fr 
2 
ï AD A As &, va see n — 1 
Les rapports des intensités réfléchie et incidente à incidences normale et rasante reprennent les valeurs G7) 


et 1 trouvées plus haut. 
On peut d’autre part écrire 
By _nsinr:cosi — sinr'cosr _ sini-cosi— sinr'cosr 
B, n'sinrcosi+sinr'cosr sini-cosi+ sin r’ costr 
_sim2i-sin2r _sin(i— r)-cosfi+r) tgfi-r) 
sn 2i 4 sin%  sinf+r)cosfi-r) tgl +r) 
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EXERCICES Conditions aux limites posées 
au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 

Ondes stationnaires et 


propagation guidée. (SUITE) 


Ce rapport peut s’annuler pour tg G +r) > œoitr =5 (les ondes réfractée et incidente sont perpendiculaires), 


d’où : sin r = cos i, tgi = n. On est alors à « l'incidence brewstérienne » : Ponde réfléchie disparaît; mais bien 
noter que le phénomène n'apparaît que pour un champ électrique dans le plan d’incidence (si on envoie une 
lumière non polarisée à l'incidence brewstérienne, la lumière réfléchie ressort polarisée perpendiculairement au 
plan d’incidence, l’autre polarisation étant éteinte à la réflexion.) 


[12-4] Calculer Pindice n de l’ionosphère, définie à PExercice 11-2, pour une fréquence © > w, Montrer qu’une 
onde électromagnétique venant de la Terre à travers l’atmosphère (d'indice n = 1) peut subir une 
réflexion totale; préciser, pour une incidence i donnée, le domaine de fréquences pour lequel il y aura 
réflexion. Application numérique : on prend i = 45°, et les données de PExerc. 11-2. 


2\1/2 
On a (Ex. 11-1 et 11-2) une vitesse de phase v, = c° = , et un indice n = © = ( — 2) .Ii 
© — w v 


. . 3 P ` b A p Ka 
y a réflexion totale pour une incidence i telle que a7! + sini > 1. L’angle limite i, est défini par 


: 2 2 
sin? à, = 1 — Rd —È , cosi, =, 
w w w 


Avec i = 45°, il y aura réflexion totale pour i > ip, cosi < cos igs VA < = soit œ < o,V2. (Œ convient de 
2 


respecter par ailleurs la condition O, < &.) 
La fréguence de coupure correspond à 10 MHz; la fréquence limite de réflexion totale est 


(10 x V2) = 14,4 MHz. 


[12-5] Le système du § IV (cf. Fig. 12-10) peut, outre Ponde guidée étudiée dans le texte, propager une onde 
plane, parallèlement à l’axe Ox, mais dont le champ électrique Æ est perpendiculaire aux plans con- 
ducteurs. Donner sa relation de dispersion et décrire le champ électromagnétique qui lui est associé. 


propagation, et nous pouvons adopter, pour londe cherchée, une simple structure d 
comme si les plans conducteurs étaient absents, soit, avec k = w/c 


POA E ER 
E, aa Eg A ex wt) | B, uen = j ex o). 


toutes les autres composantes des champs Ë et À étant nulles, 
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EXERCICES 12] Conditions aux limites imposées 
au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. (SUITE) 


(On remarquera que le plan supérieur, par exemple, voit apparaître une densité de charge (cf. (12-8)) : 


c= — eE, = — £ ' Egt eten, et une densité de courant (cf. (12-9)) : 
K = i „Eo + gison) 
xX . 
Ho € 
On a donc : 
; ik Es 
div K, = ikK, = — 1. ZO. eix- or) 
Ho € 
ĝa =s i@EoEo eix ot) pe ik „Eo ? eix or) 


| ôt 
et la relation de continuité (12-10) est bien vérifiée.) 
[12-6] Aux deux conducteurs du $ IV et de l’exercice précédent, nous ajoutons deux plans, également conducteurs 
parfaits, d'équations y = + b. Ainsi est ménagé un « guide d’ondes », de section rectangulaire. 


Donner les relations générales de dispersion des ondes susceptibles de se propager suivant la direction Ox 
de l’axe du guide et dont les champs électriques sont parallèles ou perpendiculaires à ses faces. 


Dans la géométrie précédente (deux plans conducteurs parallèles seulement) l'annulation du champ Æ, est 
assurée s’il a la forme : 


E, = Eo cos’ [ee] -e0170 (n entier) 


qui généralise (12-15), ce qui revient à remplacer a par aln + 1) dans la suite des calculs, et conduit à une 
équation de dispersion : 


La présence des deux plans conducteurs perpendiculaires au champ électrique ne modifie pas la structure 
de ce type d’ondes. Par contre, il nécessite que les ondes de l'exercice précédent subissent une modulation de 
leur amplitude qui assure l’annulation du champ pour y = + b. On transposera (12-15) en : 


2 ijr- ; ; 
E, = E, + COS i m E r z] . eix- ot) (m entier}, 


et on obtiendra l'équation de dispersion : 
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EXERCICES [12] Conditions aux posées 
au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. (SUITE) 


[12-7] On ferme le guide de l’exercice précédent par deux conducteurs parfaits perpendiculaires à Ox, 
d'équations x — + d. On constitue ainsi une « cavité » rectangulaire. Montrer qu’elle est le siège 
d’ondes stationnaires dérivant des ondes progressives plus haut, et dont on donnera les fréquences. 


Les ondes précédentes se réfléchissent sur les plans x = + d; leur interférence conduira à une onde 
stationnaire si est satisfaite la relation (12-14), soit 


d =p: = p7, et: kd=p:5 


Reportant cette valeur de k dans les équations de dispersion précédentes, nous obtenons : 
ou 


Ces « fréquences propres » ne sont d’ailleurs qu’un exemple de celles des ondes stationnaires plus générales qui 
peuvent prendre naissance au sein de la cavité, et qu’on obtiendrait en considérant des ondes guidées de pola- 
risations différentes de celles considérées plus haut. L'expression générale de ces fréquences est : 


w? E m) pr\° i 
=|=] +) LE (m, n, p entiers). 
ce 2a 2b 2d 


[12-8] On considère, dans l’espace repéré par trois axes orthonormés Ox, Oy, Oz, un milieu diélectrique qui 
remplit tout l’espace z < 0. Sa perméabilité magnétique est celle, #,, du vide. Sa constante diélectrique 
est £4, différente de celle, g, du vide qui occupe le demi-espace z > 0. Ce diélectrique ne contient ni 
charges, ni courants, ni en volume, ni en surface. Dans ce problème, on s’intéressera uniquement à des 
ondes électromagnétiques dont le champ électrique est parallèle à axe Oy, et dont le champ électro- 
magnétique ne varie qu’avec les coordonnées x et y; leur dépendance en temps est sinusoïdale, et 
caractérisée par la pulsation œ. 


1° Une onde plane se propage dans ce milieu, que nous supposerons dans cette question illimité (et 
non borné par le plan z = O), dans une direction du plan xOz qui fait Pangle g (o <a <5 avec 
laxe Ox. Le champ électrique a pour amplitude £. 

Quel est le module k du vecteur d'onde? (On désignera par c’ la vitesse de la lumière dans le diélec- 
trique, et on l’exprimera en fonction de la vitesse c dans le vide, de £, et s.) Quelle est la forme générale 
des composantes non nulles des champs É et B, en fonction de £, k, œ et des lignes trigonométriques 
de a? 
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EXERCICES Conditions aux limites imposées 
au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. (SUITE) 


2° En fait cette onde se propage dans un diélectrique limité au plan z = 0 : elle joue le rôle d’une 
onde incidente, et au niveau du plan de discontinuité, donne naissance à une onde réfléchie, et à une onde 
réfractée qui se propage dans le vide. 

Rappeler les conditions de continuité que doivent satisfaire, en z = 0, les composantes des champs 
Eet B. | 

3 On désigne par €’ l'amplitude du- champ électrique de Ponde réfléchie, et par £, celle de Ponde 
réfractée, dont le vecteur d’onde a pour module ko, et fait avec Ox Pangle «o. 

En fonction de ces paramètres (et de ceux introduits au 1°) donner l’expression générale des 
différentes composantes non nulles des champs électromagnétiques associés aux trois ondes. 

Montrer que si cosg dépasse une valeur limite cos x, Ponde réfractée ne garde un caractère 
d’onde progressive que par son comportement parallèlement à Ox, et se comporte vis-à-vis de z, comme 
une onde évanescente. Donner l'expression de «, en fonction de k et ko. 

Pour O < a < &, montrer que les modules de & et &’ sont égaux. Calculer le déphasage 2g, au 
niveau du plan z = 0, entre le champ électrique de Ponde réfléchie et celui de Ponde incidente. 


4° Exprimer, en faisant en particulier intervenir E = & 'e7iv, les diverses composantes du champ 
électromagnétique qui résulte, dans le diélectrique, de la superposition des ondes incidente et réfléchie. 


a ———————— 


a 4 E w 
1° Pour le diélectrique c = c |“ remplace c, et Pona: k =~ 
E i ! 
d € 
_ .ailkcosa-x+k-sinaz— wt) 
E, = CS 
B ë ; ikcosax + ksinaz — wt) 
Se NET sinag’ € 
c’ 
ë i haze 
B, =—:cos x” gikcosax + ksinaz wt) 
z A 
C 


2° L'identité des perméabilités magnétiques assure la continuité de toutes les composantes de B; il y a, d'autre 
part continuité des composantes tangentielles de Æ et des composantes normales de D, d'où : e’ E, (diélec- 
trique) = ££, (vide), (mais ces composantes n'apparaissent pas dans le problème posé ici). 


3° On peut reprendre l'étude de l'exercice (12-3); il vient : 
— onde réfléchie : 


gl. aikGosax-sinatz- ct} 
E, = e'e 
P 
B, =—sing'e 
€’ 


ik(cosa-x— sina: z= ct} 


LA 
PE . aik(osa-x—sinaz—c't) 
B, = x cos a'e 
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EXERCICES 


‘Onditions aux limites imposées 
au champ électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 

Ondes stationnaires et 


propagation guidée. (SUITE) 


— onde réfractée : 


tri 
l 


Lx € ¿ eikolCosao' x+ sinagz— ct) 
y 
= dx g . piko(COsagx + sinagz -ct 
Bemar i o pren 
O 
B, PEREON COS à, ° eikolCosaox + sinagz — cr) 
€ 


Pour z = 0, l'identité des variations avec x exige qu’on ait 
g 


k'cosa = ko * COs a, 


(1) 
relation qui traduit en fait la loi de Descartes. On a d’autre part : 
o= f+ ; a = Eos = Fonte 
c c 
et 
r __e,.lt8% —tga, z 2'tga 2 
ot tga + tga RETER TA @) 


On doit garder 
coso < 1 et 
e 


k 
COS & < cosg + 


Au delà de « = «,, x, devient imaginaire; son sinus est complexe : 


1/2 
E ; Je 
sin? go = 1 — cos? ay = 1 — & "cos x ; sina, = ja cos? g — J 
0 . 0 
soit : sin ag = i- q/ko 


Le champ de l’onde réfractée varie en : 


exp ko COS «ox + ko sin «oz — wt) = exp (— qz): exp i(k cos ax — œt). 


L'onde ne se propage plus dans la direction de laxe Oz : elle a pris un caractère d’onde évanescente. 
(2) donne alors : 


22 1/2 
—: cos? g — 1 
& 1—i ESNE? 


E Iita? 5Y 


c sin g 
Le module du rapport des deux champs vaut 1, son argument (= 
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2ip) avec tg o =y. 


EXERCICES Conditions aux limites imposées 


au champ électromagnétique. 

Réflexion et réfraction. 

Ondes stationnaires et 

propagation guidée. (SUITE) 


4° La superposition des deux champs, incident et réfléchi, a pour composantes : 


i(kcosax — œt) 


E, = 2Ë : cos (k sin «:z + pe 


JB= — DE. sin a- sin (k sin az + o): 
c 


eikcos ax — œt) 


e&cos ax — wt) 


B, = ZE. cos a cos (k sin az + @): 
c 


[12-9] 


On considère une lame du diélectrique étudié dans l'exercice (12-8), comprise entre les plans z = + a. 
On y recherche la possibilité de propager une onde soumise aux restrictions données au début de 
Pexercice précédent, et à laquelle on impose de plus une forme analytique explicite de la dépendance du 
champ électrique par rapport aux coordonnées de temps et d'espace : 


E, = E, ' cosyz exp i(Kx — œt) (dans le diélectrique). 


(On reprendra, dans toute la mesure du possible, les notations de (12.8).) 
1° Calculer les composantes de B. Quelle condition est imposée à y, K et w? 
2° On raccorde cette onde à deux ondes qui se propagent dans le vide de part et d’autre de la lame. 
On imposera à ces deux ondes de se correspondre dans une symétrie par rapport au plan z = 0 : montrer 
que l’onde du 1°, dans le diélectrique, est elle-même symétrique par rapport à ce plan. (Par suite, 
on pourra restreindre notre étude ultérieure au demi-espace z > 0.) 
3° Dans le vide, la composante non nulle de Ë est prise en f(z) e'e”, Quelle est la forme ana- 
lytique du champ Ë associé? Quelle condition est imposée à la fonction f(z)? En tirer la forme générale de 
cette fonction, sans tenir compte, pour le moment, des conditions aux limites imposées en z = a; on 
posera : 
ë? = K? =. a 


€ 


4° Quelles sont les conditions imposées par la continuité à la surface du diélectrique? Montrer qu’on 
obtient une condition supplémentaire entre y, a, K et œ si on impose au champ électromagnétique de 
s’annuler loin de la lame diélectrique. 
Donner alors la forme générale, dans le vide, des différentes composantes du champ électromagnétique. 
5° Montrer que l’onde ainsi décrite peut être identifiée à celle obtenue à la fin du problème précédent. 
Interpréter K et y en fonction de k et æ; rendre compte, de manière analogue, de la signification du 
paramètre ë, Interpréter la condition entre y,K, a et œ trouvée au 4°. 


1° 


nao + = ôB > mn Ne 
De rot E = — Fo io B on tire immédiatement : 
B = - il E, * sin yz: eton 
o 
i(Kx-— wt) 


E,:cosyz'e 
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Conditions aux li 
au cha é 


EXERCICES 


p électromagnétique. 
Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. (SUITE) 


a 


ÔË Me = 
rot B = EgHo -pr donne alors, après élimination de Ë : 


2 
+E ‘=L, 


c? 


2° Dans la symétrie plan, Ë, « vrai » vecteur parallèle au plan de symétrie) reste invariant; B, pseudovecteur 
donne l'opposé de son symétrique : B, change de signe, B, est conservé quand on change z en — z. C’est bien 
ce que nous constatons. 

3° Partons de : Æ, = Ë: f(z) - e'Æ*-®1). on en tire : 


les?) 


FE LE. S'E exp Kx- ot) ; B, =£. È- f(a) exp {Kx — ot 


et le théorème d’Ampère donne : 
w? 
rS- ke) = 0 
c 
et 


J = A exp (čz) + B exp (— JG 


li 

g 

| 

S, 
~ 


4° Les conditions de continuité : 
sur E, donnent : 


À exp (a) + B exp (— ča) = E, : cos ya, 
sur B, : 
S[A exp (£a) — B exp (~ éa)] = — y: Eo sin ya. 


Il y aura annulation à l'infini si 4 est nul, or : 


A exp (ča) = cos ya 4 sine l; 


d’où la condition : 
€ 
tg ya =>, 
87 y 
avec 
B = E, exp (éa): cos ya. 
Le champ électromagnétique dans le vide a donc pour composantes : 


E, = E, cos ya e‘@-2 . eiRx-0r) 


Co 
ll 


2d Na > E, * COS ya < efta-2) - eEx-— ot) 
@ 


K : 
B = r : Es * COS ya : efta-2) + eiÆx— or) 
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EXERCICES Conditions aux limites imposées 
au champ électromagnétique. 


Réflexion et réfraction. 
Ondes stationnaires et 
propagation guidée. 


(SUITE) 


5° L'identification nous conduit à poser : 


2 
K =kcos« , y= ksing (ai 2 +, =P=) 


k sin a(z — a) + @ = yz, soit ak sin « = ọ = ya, et : 
cos? a — c'?/c? _ K? — w°/c? 


tg? ya = = 


sin? à y 


Nous retrouvons ainsi la condition du 4°. Elle exprime qu’il doit exister une relation de phase convenable entre 
les deux ondes qu’on superpose et qui sont tour à tour, sur l’une puis l’autre face de la lame, incidente puis 


réfléchie, 
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[13] CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION APPROCHÉE. 


I. POSITION DU PROBLÈME. 


Notre but initial était de décrire le champ électromagnétique produit par une distribution quelconque de charges 
et de courants. Nous avions de plus souligné, au passage, la nécessité de mettre en évidence la dépendance du champ 
électromagnétique décrivant un système donné vis-à-vis du repère auquel est rapporté ce champ, et de vérifier que cette 
dépendance assure effectivement l’invariance dans un changement de repère des forces de Lorentz qu'échangent les particules 
chargées. 

La donnée des potentiels retardés (8.13) nous a permis, au moins formellement, de remplir l'essentiel de ce programme : 


dans un repère donné, nous connaîtrons les deux densités p et 7 et nous pourrons en déduire les potentiels À et y, 
puis les champs Eet Ë ; si nous passons dans un autre repère, p et J seront modifiées (par exemple parce que la vitesse 
des charges aura changé); par (8.13) nous en tirerons de nouveaux potentiels et les nouvelles valeurs des champs électrique 
et magnétique. 

Néanmoins, il est malaisé, dans ce cadre général, d'obtenir des formules explicites permettant de passer des champs liés 
au premier repère à ceux qui se manifestent dans le second : or de telles formules sont quasiment nécessaires à la vérification 
de l’invariance galiléenne des forces de Lorentz. 


Ce chapitre et le suivant seront par suite consacrés à une description du champ électromagnétique d’une particule 
ponctuelle de charge q, qu’on supposera animée d’un mouvement quelconque. 

Après avoir mis en évidence la notion de position retardée de la particule sur sa trajectoire, pour un observateur 
donné, nous étudierons une solution intuitive, mais dont nous verrons très vite qu’elle n’est pas rigoureuse ; elle représente 
néanmoins une approche raisonnable du problème, d’un grand intérêt pratique et théorique, du « dipôle oscillant », 
dont nous ébaucherons l'étude. Le chapitre 14 sera consacré à la solution rigoureuse et à son exploitation pour résoudre 
les problèmes de transformation des champs électromagnétiques et des forces électromagnétiques dans un changement 
de repère. 


IL POSITION «RETARDÉE» DE LA PARTICULE PONCTUELLE. 


La charge q décrit la trajectoire C, avec une loi du mouvement fixée, dans le repère (S) où se fera la description de | 
ses effets électromagnétiques. A un instant t, elle occupe sur C laposition P(®, à l’instant r la position P(#') ete... 
Au point M et à l'instant d'observation t, un observateur mesure des potentiels retardés : i 


(Électromagn. 8-13) 


Nous avions indiqué (chap. 8, fig. 8-2) qu'on pouvait « interpréter » (8-13).en disant que chaque point source P 
diffusait, en permanence, une information sur la densité de charge ou de courant là où il se trouve, à l’adresse de chaque 
observateur M ; mais cette information est véhiculée à la vitesse finie c, et l'observateur n’est renseigné qu'avec un certain 
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CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELL 
SOLUTION APPROCHEÉE. (SUITE) 


m 


; 3 : . dr 
retard. Ces potentiels retardés, à un instant z donné, il les construit comme des potentiels d’électrostatique (af | s 


| j:d7 ni | ; nt s / 
ou de magnétostatique |en 7 mais en associant à chaque point P de l’espace d'intégration la densité p ou j, 


relative à ce point, qui lui est juste communiquée, à l’intant #, et qui décrit en fait la situation au point source à un instant 
antérieur, et d'autant plus «en retard » que P est plus éloigné de M. 
Rendons le schéma plus anthropomorphique encore — dans l'espoir de faciliter les démonstrations qui suivent... —. 


L'« information » qui va des points sources avec points d'observation, nous l’imaginerons véhiculée par des « messagers » (); 
chacun de ceux-ci va, en ligne droite, à la vitesse c, vers un point d'observation M déterminé ; le long de son trajet, il note 
les valeurs de p et de j partout où il passe; à son arrivée en M, à «l'instant d’observation », il indique les densités 
qu’il a relevées à son passage, ainsi que la distance à M des points « sources » P où il a noté les valeurs en question de p etj. 


L’observateur reçoit de tels messagers, à un instant donné, de toutes les directions de l’espace; il peut donc (et il le fait 


instantanément) effectuer, d’après les rapports des messagers, les intégrales (8-13), et se construire ainsi les potentiels V et À 
(Naturellement, les « messagers » arrivent en permanence en M et le processus se répète indéfiniment, à tout instant f d’obser- 
vation). 

Si M n’a à tenir compte que de la seule charge q qui parcourt C, ilfera intervenir, dans les intégrales (8-13), des 
densités p et j qui, comme on le sait, sont très singulières. A un instant tọ, p et j sont nulles sauf au voisinage immédiat 
de la position P(#,) qu’occupe là charge q à cet instant. 

Pour le moment, nous ne raffinerons pas trop sur la manière dont il convient de traiter les densités de charge 
et de courant associées à une charge ponctuelle, mais nous garderons l'indication que, de tous les messagers qui arrivent en M 
à l'instant r, la plupart wauront vu ni charge ni courant : seuls pourront indiquer existence d’une source de champ 
électromagnétique ceux qui ont eu ja bonne fortune de rencontrer la charge q sur leur chemin. 

Pour préciser un peu plus quels seront ces messagers privilégiés, nous remarquerons qu’on peut les définir soit comme 
ceux qui ont rencontré la charge parmi ceux qui parviennent en M à l'instant £, 
soit comme ceux qui parviennent en M à l'instant f, parmi tous ceux 
qui rencontrent la charge. 

A l'instant d'observation t, la charge est en P(, position « instantanée » 
de la particule; le « messager » qui rencontre celle-ci en ce point se trouve 
donc à l'instant t en u(t), confondu avec P(. Le messager qui avait rencontré 
la particule à un instant £ antérieur à r, se trouve, à l'instant £ en ui’), 
entre M et P(t') : entre les instarits r’ et r, il a eu le temps de franchir une 
partie de la distance qui sépare P(r’) de M. Le messager qui a rencontré la 
particule en P(t) à l'instant t” antérieur à t’ est, à l'instant t, arrivé encore 
plus près de M, en u(t"). De proche en proche nous pouvons ainsi déterminer 
un instant «retardé » £,, tel que le messager qui a rencontré la charge à cet 
instant ait eu juste le temps de parvenir en M à l'instant t. A l'instant retardé, la particule avait la position retardée P, 
(On peut montrer que si la particule garde une vitesse inférieure à la vitesse c de la lumière dans le vide, cette position 
retardée est unique.) En P,, la particule avait la vitesse retardée 5.. 

L'observateur M, de tous les messages qu'il reçoit à l'instant t, retiendra donc la présence au voisinage de P, 
avec la vitesse ®,, de la charge q. Compte tenu du caractère hautement singulier des densités de charge et de courant 
associées à une particule ponctuelle, il conviendra d'évaluer avec précaution les densités retardées qui doivent intervenir 
dans le calcul des potentiels par les formules (8-13). C'est ce qui sera fait au chapitre suivant. Cependant, nous serions, 
assez intuitivement, conduits à admettre que ces potentiels, et les champs qui en dérivent, sont ceux d’une charge 


ponctuelle q placée en P, et animée d’une vitesse ?, ; autrement dit, il serait possible de calculer (M, Det ÄM. , À en faisant, 
dans (8-13) : 


Fic. 13.1 


(Électromagn. 13-1) 
Nous verrons ici que (13-1) conduit en fait, et au mieux, à une solution approchée. Son étude sera faite sur 
l'exemple du « dipôle oscillant ». 


(1) Le lecteur leur donnera telle forme qu'il lui plaira : facteurs, fées, etc. 


77 


CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION APPROCHÉE. < (SUITE) 


IN. DIPOLE OSCILLANT. CALCUL APPROCHÉ DES POTENTIELS. M 


La charge + q mobile oscille autour d’un point fixe O. A l'instant z, elle est 
au point P, et l'on posera : 


OP = Rio); 
sa vitesse est alors 
te) = R(t) , Fic. 13.2 
PA aD 
Au point O, et pour éliminer le champ quasi statique, z , de la charge mobile, nous placerons une charge — q. 


Les deux charges forment un dipôle électrique de moment (variable avec le temps) : 
FT =q: R(t ) (Électromagn. 13-2) 


M étant le point d'observation, on pose OM = F(OM = r), On supposera qu’à tout instant z, on vérifie l'inégalité lR<r; 
et on limitera les calculs à l’ordre le plus bas en 1. 
r 


La charge — q fixe crée en M un potentiel scalaire électrostatique — 


; sa contribution au potentiel vecteur 
o't 
est nulle. 
Si nous confondons, pour le calcul du retard au potentiel, la distance P,M entre la position retardée et le point 


R | 
d'observation avec la distance moyenne OM = r | ce qui revient à travailler ici à l’ordre zéro en a * j et si nous admettons 


les valeurs « intuitives » (13-1) des densités retardées, nous obtenons les da potentiels : 


A(M, t) = 7E Cu = AE (Électromagn. 13-3) 
et: 
1 -Bit -r 
vyen EE EEK, de a Jo) 
teoj | _ — -1 r TE r 
c 


(Électromagn. 13-4) 


En fait, l’ensemble de (13-3) et (13-4) est inconsistant avec la condition de Lorentz : 


> ôV z 
div À + ĉoHomzy = 0 (Electromagn. 8-3) 


Calculons div 4: ; avec (1-20), nous trouvons : 
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13| CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION APPROCHEE. (SUITE) 


soit finalement : 


3 >” F 1 2 > 
div À = #2 st £ z) . (- 7) = F. ( _ z) k (Électromagn. 13-5) 
4r c P er c 
De (13-4), on tirerait : 
ôV PF z 
toto — = — LL (Electromagn. 13-6) 
ô 4x P 


et l’on constate que la somme de (13- 5) et (13-6) ne peut satisfaire (8-3). 
Nous sommes donc assurés qu’une étude plus précise des densités de charge retardées qu'il convient d’associer 


à une charge ponctuelle mobile sera nécessaire. Dans l'immédiat, nous tirerons de la description « intuitive » tentée ici 
des indications approchées sur le champ du dipôle, par le procédé suivant : 

le potentiel vecteur (13-3) est conservé sans changement, 

le potentiel scalaire (13-4) est complété de manière à satisfaire à la condition de Lorentz. 


{l vient alors : 


ôv 1 > 1 ff mr PPa- ri) ; 
i ‘div A = Pt- i tr . 13-7 
P a iv R (: ) + (Électromagn. 13-7) 


et une intégration par rapport au temps donne 
1 e r 1 > F 
y -feh 2) +2 A -2) À) 
Teo c/ r c c) r? 


A quels champs électrique et magnétique donneront naissance les potentiels (13-3) et (13-7)? 


Si nous calculons le champ magnétique par 
B = roi À (Électromagn. 5-6) 


la dérivation par rapport aux coordonnées d’espace de (13-3) conduira : 


; RARR 1 arr Sa toa 
— à des termes décroissant avec r en E (obtenus par dérivation du facteur — à P constant). 
r r 


X 1 . È r ; EREN r | | 
— à des termes en - : la fonction P{ t — — |a, en effet, une dépendance vis-à-vis de la position du point d'observation, 
c 


7 
qui résulte du retard, proportionnel à r. Ses dérivées par rapport aux coordonnées de M sont proportionnelles à celles 


de la distance r = OM elle-même, et d’ordre zéro en r. Seul subsiste donc ici le facteur 1 ~ qui accompagne È. 


De la même manière, nous pouvons écrire 


ad 


=y ARNE ðA Le. 
E = -~ grad V — En (Electromagn. 6-10) 


La dérivation de À par rapport au temps ne laisse que des termes en —. 
rF 


. B-F na L F EE OTET 
Le calcul du gradient du terme en -= dans (13-7) conduit à des termes en = (dérivation de 2) et en zA (éérivaion 
r r r r 


du moment dipolaire retardé P ( — z) ) 
c 


, r A | 1 1 a 
A partir du terme en P ‘7, nous trouverons de même des expressions en E et en — (cs dernières provenant de la 
r 


pue i S r r r 

dérivation de P| t ——}. 

c 

Ainsi nous assistons à une évolution sensible des caractéristiques du champ magnétique au fur et à mesure qu'on 
observe en des points de plus en plus éloignés du dipôle oscillant : , 

1° au voisinage de celui-ci (rappelons qu’il ne peut s'agir toutefois du voisinage immédiat et que nous avons adopté 

« l'approximation du dipôle » : le champ est observé à des distances du dipôle qui restent grandes devant l'écart maximum 

entre la charge mobile et la charge fixe), le champ électrique reproduit les caractéristiques du champ dipolaire de 
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[13] CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION APPROCHÉE. © (SUITE) 


l’électrostatique; en particulier, il décroît en l/r’; ce champ varie dans le temps : ses variations reproduisent celles 
du dipôle P. Nous sommes en régime « quasistationnaire » : à chaque instant est reproduite une situation de style statique. 


; ERA E Ni ta, anoi 
2° Quand on s'écarte davantage du dipôle, les termes en —; Puis en — finissent par devenir prépondérants devant 
1 ; ; r r : 2 
les termes en Fe Typiquement, ce changement de régime suppose qu’on se place à des distances du dipôle r > À, où 1 est la 


r 
longueur d’onde, dans le vide, des ondes électromagnétiques dont la pulsation est du même ordre de grandeur que la 
fréquence moyenne d’oscillation du dipôle. 


1 ; à ze 2,8 she 
Les termes en — correspondent à un champ électromagnétique dont les deux Composantes, E et B, sont perpendiculaires 
r 


© 


à la direction OM joignent le dipôle au point d'observation; ils donnent ainsi un vecteur de Poynting si parallèle à OM, 
et dont le module varie en 1/r? ($ est le produit de deux champs dont l'amplitude décroît ici en 1 fr). 

À grande distance du dipôle apparaît ainsi un flux d'énergie électromagnétique dirigé vers l'extérieur : nous sommes 
en régime de « champ rayonné ». 


à Î à : : 
(on remarquera que la variation en — de |S], au niveau de la sphère X de centre O, rayon r et surface 4nr?, permet au flux 


rayonné total à travers Z, (proportionnel à = + 4nr? = constante), de ne pas dépendre de r : il y a conservation du flux 
r 


d'énergie électromagnétique rayonnée ). 
Des calculs complets du champ électromagnétique peuvent être menés en donnant à P(t) une forme analytique 
déterminće. Nous pouvons ainsi postuler une variation sinusoidale dans le temps de pulsation w : 
B) = P, e7 (Électromagn. 13-8) 


[A *. 1 mt y 4 ELA Ca 
et décrire E et B par leurs composantes dans un système de coordonnées sphériques d’axe Po. Les composantes non nulles 
sont alors : 


E sos 2 2ik eitkr— ot) 
” 4x 


£o r? ri 
2 
E, = ——: sin 8 É ~ ik = LA Jer-es 
Eo B r P 
1 k f (Électromagn. 13-9) 
B, = — ; Fo o CD * sin O l = — JK eitkr— ot) 
a 4r r2 7 


Pour kr < 1 (r < 4), nous observons essentiellement le champ électro- 
(= -cos 0 Posin 8 


statique du dipôle en s=- |, variant sinusoïdalement dans le temps, 


r r 
PE ; ro r 

comme le dipôle (avec toutefois un retard — = î) 
OR 


Pour kr > 1 (r > À) seules subsistent les composantes : 


E = Po A prsin 0 i(kr— ot) 
y Ân£o r 
sinô . 5 
B, ofe cik? > eiman (Łlectromagn. 13-10) 
Es 
B, = 2, 
à Fic. 13.3 
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13 CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
: D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION APPROCHEE. (SUITE) 


= 


On remarque : 
ikr 
caractéristique d’une propagation par onde sphérique 


la variation en 


F 

la modulation du champ par le terme sin 0 ; on n’observe pas de rayonnement dans l’axe du dipôle (0 = 0). Le rayonnement 
est maximal à « Equateur » (0 = n/2). E a 

la structure locale d'onde plane du champ rayonné : E et B sont perpendiculaires à la direction de propagation, 
perpendiculaires entre eux, et proportionnels (El = clB)). 

L'expérience confirme les conclusions de cette théorie approchée : on verra plus loin que la validité de celle-ci lui 
permet effectivement de rendre compte des phénomènes observés de rayonnement dans la gamme des ondes radio, 
infra-rouge, visible, etc. à l'exception des rayonnements électromagnétiques les plus durs. On retiendra essentiellement 


que le champ rayonné par un dipôle oscillant décroît seulement en — 
: 


que cette dépendance le distingue essentiellement du champ statique qui, pour une entité neutre telle qu’un dipôle, 


varie au moins en 1/r° 
que cette circonstance est essentielle à la récupération par un détecteur lointain du signal rayonné, et commande 


ainsi toutes les applications pratiques (radio par exemple) 
que, mathématiquement, les termes en 1/r du champ électromagnétique ont leur origine dans les facteurs indiquant 


le retard des potentiels et des champs sur le moment dipolaire. 


INDICATIONS QUALITATIVES COMPLÉMENTAIRES. 


1° Rayonnement d’une charge accélérée : 


Partant de (13-10) nous pouvons calculer le flux moyen (sur une période) $ du vecteur de Poynting associé au champ 
rayonné, (on a vu que ce flux est indépendant de la surface entourant le dipôle à travers laquelle on le calcule). Il vient 


2,4 
p = Te > (Électromagn. 13-11) 
T° EpC 
qu’on peut récrire : 
_ ge h 
= (Electromagn. 13-12) 
brec? 


en faisant intervenir la valeur moyenne du carré de l'accélération de la particule. 

(13-12) a en fait une valeur très générale, qui dépasse très largement le cadre restreint dans lequel cette relation 
est introduite : une particule chargée, si elle subit une accélération, rayonne de l'énergie électromagnétique. (Animée d’un 
mouvement uniforme, elle transporte avec elle une certaine énergie électromagnétique; mais ce courant d’énergie qui 
accompagne la particule dans son déplacement ne correspond pas à un rayonnement.) 

Par suite : 


a) une particule chargée projetée au voisinage d’autres charges qui la défléchissent (et lui communiquent ainsi une forte 
accélération) émet des rayons X ou y : c’est le rayonnement de freinage (Bremsstrahlung). 


b) dans un accélérateur dont elle fait le tour à des vitesses voisines de c; une particule subit une forte accélération 
centripète ; elle émet un « rayonnement synchrotron », contre lequel le personnel devra se protéger. 


c) de la même manière, dans un modèle « planétaire » de l’atome (électrons gravitant autour du noyau comme 
des planètes autour du soleil) chaque électron subit une accélération permanente, et devrait rayonner en permanence : 
d’où un flux d'énergie abandonnant l’atome, dont on voit mal alors comment il peut garder un état stable. La Mécanique 
Ondulatoire devra modifier profondément toutes ces conceptions pour rendre compte de la stabilité de certains états 
atomiques. 


d) si une charge accélérée rayonne, elle perd de l'énergie électromagnétique ; celle-ci doit provenir de la transformation 
d’une partie de l’énergie dont dispose initialement la particule (énergie cinétique par exemple). Des forces doivent donc appa- 
raître sur la particule qui permettent ces transferts d'énergie : il est difficile d'imaginer qu’elles ne soient pas d’origine 
électromagnétique, et finalement dues à l’action sur la particule de son propre champ. Nous retrouvons ainsi un problème 
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D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
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soulevé au début de ce fascicule (chap. 3) : celui de l'interaction d’une particule avec elle-même, et de sa self énergie; cette 


A 


indication suffira à suggérer que la difficulté est réelle, et mérite d’être approfondie. 


2° Les antennes : 


Dans le domaine de l’infra-rouge (pas trop lointain}, de l'optique, “de l'U.V. des rayons X ou y, les émetteurs 
de rayonnement électromagnétique sont des particules chargées présentes dans la matière et rayonnant en quelque sorte 
« individuellement » (il n’y a pas — sauf l'exception des lasers — de corrélation entre les mouvements, et par conséquent 
les rayonnements de particules différentes.) 

Dans le domaine des ondes radio (jusqu'aux ondes millimétriques), les charges 
qui rayonnent (le plus souvent des électrons) sont animées de mouvements d’ensemble 
qui rendent possible un traitement macroscopique, qui constitue la fhéorie des 
antennes. . 

Une antenne rectiligne très simple est constituée d'un fil conducteur AB de 
longueur / et milieu O, parcouru par un courant dont l'intensité Kz) varie avec la 
distance z = OP de O au point P où on la mesure, et avec le temps £ : on prendra 
par exemple : 


I(2) = 1,{z): e7ier 
L'élément dz d'antenne entourant P produit au point d'observation M, situé ; 
à la distance r de O, dans une direction faisant avec l’axe Oz de l’antenne un angle 0, 
un potentiel vecteur dÅ qui est la superposition de ceux qu'y créent toutes les charges 
mobiles présentes dans cet élément, tels que l'exprime (13-3). On trouve aisément : 
ad = É. Lo) dz exp [- io(t — PMjc)] z Fic. 13.4 
4n r 


où à est le vecteur unitaire de l’axe Oz. Le retard est en : 


D'où un potentiel vecteur, pour l’ensemble de l'antenne, en 


eitkr =o) 


B 
ĀM, t) = T f L(z) $ gikcosô:z -dz 
Á 


7 
a) 
avec k = —, 
c 
Pour aller plus loin, il convient de connaître la distribution /,(z) de l'intensité dans l'antenne. Dans le cas particulier 
SR À R , f ; 
de «antenne dipôle», par exemple, ( sh on trouve : M) = I ‘cos kz et il devient possible de calculer 


lPensemble du champ électromagnétique rayonné, qui reproduit d’ailleurs les caractéristiques du champ dipolaire. Æ et Ë 
sont, en module, proportionnels à 77, et le vecteur de Poynting S, de même que la puissance P rayonnée, est proportionnel 
à 3. On peut poser : 

P = RI? - (Électromagn. 13-13) 


où le coefficient R, homogène à une résistance, reçoit le nom de résistance de 
rayonnement. Pour le générateur qui, en son milieu O, alimente l’antenne avec 
l'intensité Z, e”*", celle-ci doit recevoir la puissance (13-13), qu’elle cède à son tour, par 
rayonnement, à l'extérieur ; elle se comporte comme une « charge » (c’est-à-dire un 
récepteur) dont l’impédance a pour partie réelle Rọ. Un résultat remarquable (et qui 
fixe les ordres de grandeur) : toutes les antennes dipôles (quelle que soit leur longueur, 
et donc la fréquence sur laquelle elles sont accordées) ont une résistance de rayonnement : 


Ro =% 73 ohms (Électromagn. 13-14) Fic. 13.5 


Générateur 


EXERCICES [13] Champ électromagnétique 
d'une charge ponctuelle. 
Solution approchée. 


[13-1] Montrer que si une charge ponctuelle q décrit sa trajectoire C à une vitesse v qui reste inférieure à c, il n’y a, pour 
un point d'observation M et un instant d'observation +, qu’une seule position retardée de cette particule. 


Supposons qu'il y ait, sur C, deux telles positions retardées, P, et P} 
correspondant respectivement aux temps de passage r, et tp, et telles que Fon ait : 


PM 


Pi 


=t ; t, + t 


t t 


Prenons par exemple #, < t. Il vient, par soustraction : 
(P,M — P,M) = ct, — t,) (1) Fic. 13.6 


Or (P,M — P,M), d’après l'inégalité du triangle, est < P,P,, (corde de la courbe C) segment lui-même inférieur ou égal 


à la longueur de l’arc ÉP, de C. Cet arc est parcouru, dans l'intervalle de temps (#,, t,), à une vitesse moyenne © qui est 
strictement inférieure à c (puisque v est la moyenne de vitesses instantanées qui sont toutes < c). On a donc : 


(PM — PM) < ct, — t) 


ce qui contredit légalité (1). 


SENTE nn 


[13-2] Calculer les composantes des champs Ë et Ë qui dérivent des potentiels V et À d’un dipôle [(13-3) et (13-7)] oscillant 
sinusoïdalement suivant un axe fixe et à la pulsation œw (c’est-à-dire qui vérifie : Pt) = Pei. 


On part de 


1 (+ A F iè? À F 
V= t =-=) += È tj +}. 
4e) cr c c) r 


et on raisonne en coordonnées sphériques, centrées sur le dipôle et d’axe Oz parallèle au dipôle, qui n'a donc qu'une 


. 2 ðA  —— A . 
composante : P (ġ = Po e71", Avec E = —-— grad V, nous obtenons pour le champ électrique 
À Pit — rje . 
— une série de composantes provenant du terme — A pe-o, soit 

eitkr — or) © 

„= 20. P œ? cos 0 , avec k=— 

4n r c 

Ho É(kr — œt) 
E; = — — Paw? sin 0: 
8 4n 0 


aa 
_— une série de composantes provenant du terme — grad V, soit : 


ôV P 2 2ik k), 
p= -Zo Pocos0f- À +2 4 E) aozon 
ôr ÂREo PE r 
1 ôV P 1 ik} . 
E; = en ones ee o sino fE — À } etre 
For Pie nor Fia. 13.7 
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EXERCICES [13] Champ électromagnétique 
d'une charge ponctuelle. 
Solution approchée. : (SUITE) 


Au total, les composantes de Ë sont : 


E, = ne. cos 8 E - zl eiman 
ânes 2 


r? r 
P 1 ik k r 
Eo -isnodi a -E heure 
QU ro or? pr 
(E, = 0) 


On constate bien la présence, annoncée dans le texte du chapitre, de termes en r” 1 r`? etr’, 

La symétrie du problème (symétrie de rotation autour de laxe du dipôle, et symétrie par rapport à importe quel plan 
«méridien », c'est-à-dire passant par cet axe) imposait au champ électrique d’être contenu dans le plan méridien du point 
d'observation (ce que nous avons trouvé directement); elle impose de plus au champ magnétique d’être perpendiculaire 
à ce plan méridien. La seule composante de È à calculer est B, Utilisons pour cela le théorème du rotationnel sur le circuit 
élémentaire de la figure ci-contre. Le flux de B à travers le circuit d'intégration ABCD vaut — Br dr dô. Il est égal à la 


circulation du potentiel vecteur À soit : 


| 


Po ; 
sur AB : (dr): 4,(0) = ae” += + cos 0: dr (: = 2q- lose") 


| 
sur CD : — dr: Ar(0 + dô) = — are: cos (0 + dé) dr. 


sur BC : (r + dr) d0: Agr + dr) = — a ef +49) sin 8 : d0 
~ sur DA : — r dôA/{r) = a e™ sin 8 d0. 


ikr 
et au total : |- gik e™ sin 0 + a sin J dr dô. 


Nous en tirons : 


1 ik 
B, = «ef. sin 1-2] 
2 


P? r 
las $ ‘ 1 ik (kr — wt 
Q = de Po sin 0(— {+ -Elan ) 


Ces calculs justifient les formules (13-9). 


[13-4]  Démontrer (13-11) à partir de (13-10). 


en revenant à des notations réelles : 


+ E 
Nous calculons le vecteur de Poynting $ = 2 


Ho 
E sin k?P, vonk 9 
= 7 * cos (kr — 
£ ne r de. 
Ho Sin 8 kæP, 
B, = -2 L, — ot). 
P 2 == COS (kr — œt) 
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EXERCICES |13 Champ électromagnétique 
d'une charge ponctuelle. 


Solution approchée. (SUITE) 


Š wa qu'une composante : S, composante radiale, et en permanence dirigée vers l'extérieur. 


1 in? 0 
S, = Gi) - (KoP?) _ - cos? (kr — œt). 


167 r 


1 
La valeur moyenne dans le temps (ateur moyenne de cos? (kr — op = 3) vaut donc : 


5 sf P je 


r 
Rreg È P 


(u n'y a pas d'énergie rayonnée dans laxe du dipôle : le maximum de «brillance » se situe dans le plan perpendiculaire, 


G3 
=. 
pour z 


Le flux total d'énergie traversant la sphère de rayon r centrée sur le dipôle vaut, en valeur moyenne dans le temps : 
z 
P: P \ow*f” f sin? 0 
ĝ = 5s (27r? sin 8 d0): 
32r260/ C do r? 
+1 


8 
L'intégrale à calculer est 2 Í (1 — x?) dx = + D'où finalement : 
-1 


2 et r73 dans (13-9) ne conduisent pas à un rayonnement d'énergie électromagnétique 


[13-51 Démontrer que les termes en Fr” 
du dipôle vers l'extérieur. 


La composante radiale de S fait intervenir, outre le terme « rayonné » de l'exercice précédent, les termes suivants : 


1 ki P — k si — 
Le f P. P, sin 9 cos (kr — où} l sin gete e o Ee LEA 2) l. 
Bo l an r | Câres 3 r? 2 i 


r 


; , : hr e 

Le produit en cos (kr — ct) > sin (kr — œf) a une valeur moyenne dans le temps nulle. Le terme restant varie En — : intégré 
r 

sur la sphère de rayon r, il donne une expression en ne qui s’annule à l'infini et ne décrit donc qu’une diffusion localisée de 


r 
l'énergie autour du dipôle; (on ne s'étonnera pas de la singularité à l’origine : on sait en effet que « l'approximation du dipôle », 
sur laquelle reposent ces calculs, cesse d’être acceptable pour r trop petit.) 

Sa, de plus une composante Sẹ oc E, : B, sin 0 cos 8. Intégrée sur la sphère, cette fonction impaire de 8 s’annule : le flux 


d'énergie qu’on aurait pu lui associer disparait donc. 


[13-6] Un fil rectiligne est parcouru par un courant sinusoidal, d'intensité maximale 7, et de pulsation œ qui, à un instant donné, 
a même valeur en tout point du fil (la direction du fil sera prise comme axe d’un système de coordonnées cylindriques p, 8, z). 


1° Montrer que la densité de charge dans le fl est constante (on la supposera nulle). (On admettra également que la 
densité de courant est la même en tous points d’une section droite du fl). ` 


2° Calculer les potentiels retardés en un point M situé à la distance p du fil. 
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EXERCICES | 13 | 


hamp électroma jnétique 
d'une charge ponctuelle. 


Ce] Ce] 


2 
cos (x cht) dé et J (x) la fonction: Lx) = zf sin (x cht) dr 
# 


' 2 

On notera V(x) la fonction : PC) = — zf 
T 

o 


0 


2 2 
Pour x—0 , Km flgx et RE 1-2 


3° Calculer les champs électrique et magnétique produits en M. Donner leurs formes limites pour p — O et p — œ et 
interpréter les résultats obtenus. 


rag : ` 4 4 T ö 
1° j est uniforme par hypothèse, d’où div j=0= z et p = constante. 


2° Le potentiel scalaire retardé est nul comme la densité de charge p. Le potentiel-vecteur À, comme a n’a de composante 
non nulle que 4,, qui s'écrit, avec les notations de la figure : 


o] 


Ho +o elkr = ot) 
A{M, | Io > dz avec k= 


soit (avec r? =p? +2? et rdr= 2: dz) 


+ co 
A{p, t) = 280,7 er | dr: 
P 


L'intégrale s'écrit : 


f to dreir Í eikPx dx 
7 Fr? — p? 1 Vx -1 
Avec x = cht, on obtient immédiatement : 


RE 
A(p, t) = = 16 e™™ {~ Y(kp) + iJolkp) }. 


3° Le champ électrique À n’a qu’une composante (ii Ë= — &) E, qui vaut 


Fic. 13.9 


E, = -F 67 io Y{ko) — ao(kp)}. 


Le champ magnétique B, comme dans la plupart des problèmes à symétrie cylindrique, n’a que la composante « tangentielle » : 


ôA i 
B,= — ae 7 lg et {+ kYolko) — ikJy(kp)}. 


| I e7iot 
Pour p — 0, E, est en -2 loi, e7 "log (kp) (champ un peu analogue à celui du fil chargé en électrostatique) et B, en neo 
T T 


; 2 Gd 
(champ du fil rectiligne parcouru par un courant instantané Io e7") Pour p — œ, Y, est en Er C -à) 


2 
Jọ en — 0 sin (1 - z) D'où 


4 
Ho Li 2 z) so T 
f O iot j Eu. ares MGi: 
+ Ige akp af cos C à + isin (w z) 
B> É] Tiot M cos| k -3) trs k =) 
4. nkp R 4 ie CORRE 
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Solution approchée. © (SUITE) 


| 
| 


EXERCICES |13 Champ électromagnétique 
d'une charge ponctuelle. 
Solution approchée. 


Localement, on a un champ électromagnétique d’onde plane, en elkp-ot) avec deux champs transverses, orthogonaux et 


pt 


k 
dans le rapport — =—. 
o 


S 


[13-7] Des électrons de masse m, charge — e, sont présents dans un milieu tel que, lorsqu'ils sont écartés de F de leur position 
d'équilibre, ils y soient ramenés par une force — kř = — mo; ils subissent en outre une force «de frottement » 

m > 

en — — F. 


T + 

1° Un de ces électrons est soumis à un champ électrique, colinéaire à l'axe Ox, et variant en Eg e” iot, Donner l’équation 
du mouvement de l’électron dans ce champ, et décrire, sans les expliciter, les mouvements qui obéissent à cette équation. 

2° On suppose l’électron fortement lié si bien que la force d'inertie et la force de frottement sont négligeables. Calculer 
l'amplitude du mouvement pris par l’électron et la puissance rayonnée, 
Les électrons des gaz de l’atmosphère sont ainsi fortement liés : montrer que le calcul précédent explique «le bleu 
du ciel ». 

3 On considère maintenant le cas d'électrons très faiblement liés. En négligeant la force de frottement et la force 
de rappel élastique, calculer l'amplitude du mouvement et la puissance rayonnée par chaque électron. 

4° La puissance rayonnée par un électron est soustraite à Ponde incidente. On caractérisera cet emprunt par une 
surface ø de captation, surface fictive, centrée sur Pélectron, normale à l’onde incidente, et qui absorberaïit une puissance 
égale à celle que rayonne lélectron. 
Calculer ø pour un électron presque libre, algébriquement et numériquement. 


EE", 


1° L'équation du mouvement est celle d’un oscillateur amorti : 
dx m dx 
m—— + —— + mox = — eE e 7%". (1) 
dt? x dt 


Après un certain temps, où le système sera siège de mouvements « transitoires », apparaîtra un régime d’oscillations forcées : 
x est alors une fonction sinusoïdale de pulsation «. 


& . DA eE | ae g ; 
2° L’équation (1) se réduit à x = — — -e7 let D'après (13-11), la puissance moyenne rayonnée est : 
mog 


2g \? 4 4 à 
eE w 1 o) e 
P= 2) (2) — - E2 
mo/ 12regc?  12megc? \wo m? 
La puissance rayonnée est en œf, donc inversement proportionnelle à la quatrième puissance de la longueur d'onde 
le « bleu » (radiations solaires avec À & 0,4 u) est 16 fois plus facilement diffusé que le « rouge » (radiations de longueur 


d'onde À % 0,8 u). (Une étude complète supposerait qu’on fasse intervenir la directivité du rayonnement diffusé (variation en sin? 0 
notée dans l'exercice (13-4).) 


2 


3 ; X aj . | à | : 
3 L’équation (1), pour lélectron libre, devient : bre = — eEçe “*, La solution sinusoïdale stationnaire a pour 
; eE f ; e*Ei 
amplitude “ni la puissance rayonnée correspondante est : P = EE 
RE . E2 cos? œt Pace m DER. art au à he 
4 Le flux de Š à travers o serait : ® = o = et, en valeur moyenne : & = , qu’on égale à P, d’où 
Kot 2 
_ __Zhoce* Hot” 


12n eoc?m?  6ne,c°m? 


Numériquement, il vient (pour électron) : o % 0,85 x 10778 m? (surface d’un cercle de rayon % 0,4 x 10712 cm : on pourra 
comparer au « rayon classique » de lélectron (cf. exercice (6-71).) 
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hamp électromagnétique 
d'une charge ponctuelle. 
Solution approchée. 


EXERCICES 


[13-8] Retrouver les deux potentiels approchés (13-3) et (13-7) du dipôle sur le modèle suivant : deux charges + q(f) et — g(é) 
sont placées en deux points À et B fixes. (La variation, dans le temps, des deux charges, suppose um échange d'électricité 
entre À et B sous forme d’un courant d'intensité KOA 


o NEN d 
L’intensité (?) du courant (supposé dirigé de B vers À) est I = z, Le moment du 3 M 


dipôle ŽO = qe) : BA 
D'où, (en négligeant AB devant r), un potentiel vecteur : 


z IG) BA f 
A(M, t) = Ba IBE (csntant retardé) = t — 5 

an r c 

P( 
= Ho PE) identique à (13-3). 
dn r 
V(M, t) est dû aux charges aa) et — 4») prises à deux instants retardés diffé- Fic. 13.10 
AM 
rents ta =t- —, fp =t- ~y On trouve facilement 
z | 


OA , 
ba = t, +—:5sin 0 
€ 


i 


OB 
LB t, — ra sin 0 


Au premier ordre en Z il vient : 
1 1 OA 1 OB 
V(M, © = à — — sin 8} + — gr, — si 
(M, t) EN a(i +- sin o) FE a(i z sin o)} 


al 1 _ 1 oppo aA 
O neo AM BM)” tF 


f f PEES : 1 >z 
Le premier terme du crochet est le terme « électrostatique » (13-4), mais il est ici naturellement complété d’un terme =: P(t) 
qui est bien celui qui intervient dans (13-7). F 
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14 CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION RIGOUREUSE. 


I. 


LES POTENTIELS DE LIÉNARD ET WIECHERT. 


On a vu qu'il est nécessaire d'approfondir le calcul des densités de charge et de courant retardées associées à une 
particule ponctuelle : pour le moment, nous savons seulement qu’il doit s'agir de fonctions « concentrées » autour de la 
position retardée, et dont (13-1) est, au mieux une approximation (ce qu’il conviendra d’ailleurs de vérifier a posteriori, 
et en précisant le domaine de validité), 

Pour obvier aux difficultés inhérentes à la prise en compte des densités singulières associées à une particule ponctuelle, 
considérons que celle-ci a une extension spatiale finie, qu’on fera tendre vers zéro. Par exemple, supposons que la charge q 
se présente sous la forme d’un très petit cube de côté a (1), contenant une densité uniforme de charge 


Z 
3 


(Électromagn. 14-1) 2. 
a v 
et, si © est la vitesse de la particule et donc du cube, dont le mouve- k PA. Hi M 
R 


p= 


ment est un mouvement de translation, une densité uniforme de courant : 


= p = 4, (Électromagn. 14-2) Fig. 14.1 


Choix a été fait d’un point M d'observation et d’un instant £ d'observation : on en a déduit l'instant retardé t, et la 


position retardée P, de la particule (c’est-à-dire la position du centre du cube à l'instant 1,). (a étant très petit, on supposera 
a SŠ PM.) 

ds pour simplifier (on généralisera plus tard), qu’en P, la vitesse 5, du cube soit alignée avec PM et de 
même sens : la particule se dirige vers le point d'observation. 

Les « messagers » (cf. chap. 13) qui doivent arriver en M à l'instant # et qui rencontrent la particule, vont par exemple 
pénétrer dans sa face arrière F}, en y, à un instant #, (f) œ £,), et comme la particule a maintenant une épaisseur finie a, ils 
ne ressortiront par la face avant F,, en u, qu’à l’instant #, (lui-même peu différent, certes, de t, et f,, mais qu’il importe 
néanmoins, comme on va le voir, de distinguer de #,). Tandis que le messager traverse la particule, celle-ci se déplace, dans 
le même sens, à la vitesse v,. Nous pouvons donc écrire : 


Hik = c(t — 1,) (distance parcourue, à la vitesse c, par le messager) 
et 
Lil =a + vaht, — t;) (largeur de la particule + déplacement). 


D'où en éliminant (t, — 4): 


v, 
Hill, =4 + Wiki) 


Fig. 14.2 


bib =—— (> a). 


Ainsi les messagers rapporteront à l’observateur la présence d’une densité p, non pas dans un cube de côté a, mais dans 
un parallélépipède rectangle de bases les faces F, et F, et de hauteur u,u, # a. 

(Le phénomène est analogue à celui qui est très sensible quand on dépasse une automobile de vitesse peu inférieure : 
le dépassement s'étale sur une très longue distance; l'automobile doublée apparaît comme « étirée » sur des centaines de 
mètres.) a 

Le volume de ce parallélépipède est a? x pu, = rent 

P 


3 


. Il contient une charge totale 


a 4 


(Électromagn. 14-3) 


K L= v/e 1— oc 
différente de q (et ici supérieure). Le courant correspondant est lui-même en To 
— v/c 


(1) Nous suivons ici la présentation des Lectures on Physics de R. FEYNMAN (Addison-Wesley, édit.); profitons de cette occasion 
pour en recommander la lecture qui ouvre sur l’ensemble de la Physique un ensemble d’aperçus profonds et originaux. 
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L'essentiel de (14-3) est que ce résultat est indépendant de a : si nous faisons tendre cette quantité vers zéro, de manière 
à passer à la limite de la charge ponctuelle, nous voyons que celle-ci apparaîtra dotée non plus de la charge q, mais de la 
charge (14-3). (13-1) deviendra alors : 


PM 
oP.: =) = 5,40 —< 
c v 
fier 
c r 
P (Électromagn. 14-4) 
M z 
(Pa -26 m iyn 
c v, 
Tair 
c 


Le résultat est intéressant par lui-même mais avant de le généraliser et de l’exploiter, on peut souligner que nous 
trouvons ici un cas particulier d’une situation fréquente en physique théorique : celle où l'ordre dans lequel s'effectuent 
calculs et passages à la limite influe sur le résultat obtenu. Si nous commençons par faire tendre les dimensions de la particule 
vers zéro, elle interviendra par sa charge q et l’on obtient (13-1); si nous calculons les 
densités retardées d’abord, il vient (14-4). Comment choisir ? une analyse mathématique V 
plus poussée des précautions à prendre quand on calcule sur des quantités singulières a 
doit permettre de trancher (cf. Exercice (4-1), mais il n’est pas interdit de 
recourir à des arguments plus intuitifs, à condition de contrôler soigneusement 
les résultats obtenus. 

Remarquons d’autre part que (14-4) se distingue de (13-1) par des termes 
en v,/c : (13-1) doit donc constituer une approximation valable tant que la vitesse 
des particules reste très inférieure à celle de la lumière. (I faudra cependant expliquer 
pourquoi, dans le cas du dipôle oscillant, (13-1) donne une expression acceptable: 
du potentiel-vecteur A, mais pas du potentiel scalaire V, dont on a vu qu’il FG. 14.3 
devait être complété.) . . 

Comment (14-4) est-elle modifiée quand J, fait avec PM un angle quelconque? On voit facilement que les « messagers » 
qui parviennent en M à l'instant £ et qui pénètrent dans le cube chargé sur une partie de leur trajet, s'ils rencontrent la face 
d'entrée F, quand elle est en AB, rencontreront la face de sortie F, dans sa position CD, décalée par rapport à la position 
initiale EF. Si t est le temps qui sépare l'entrée des premiers messagers dans le cube, au niveau de F;, de la sortie des 
derniers, au niveau de F,, nous pouvons écrire que : | 


EC = FD = 8,1 ; b=c't = BF + FH, 


soit b = a + (D, 1) -ï où à est le vecteur unitaire de la direction P,M. 
Finalement, nous obtenons : 


et les messagers rapporteront au point M la présence de la densité constante p dans le volume (ABCD) égal à 


DER) 
b'a =a |1-— 
c | 
La charge « apparente » de la particule est, comme plus haut, modifiée par son déplacement. 
Posons F = PM; r = P,M (d’où t = F/r), nous pouvons transformer (14.4) en 


PM 
pr. 1 }= AT RA 


FT 
CF ; 
(Électromagn. 14-5) 
£ PM z 
(ee = 2 = öp (P) 1 
LST 
pemi 
cr 


formules générales qui, d’ailleurs, « redonnent » bien (14-4) pour 5, et F colinéaires et de mêmes sens. 


14 CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION RIGOUREUSE. (SUITE) 


De (14-5) et des formules générales (8-13) qui permettent le calcul des potentiels retardés, nous tirons l’expression 
de ceux-ci pour une charge ponctuelle : 


ira gi] 
vM, ù = z 
Ne AT v, F 
c š 
(Electromagn. 14-6) 
> È 
PO A E 
r CARE 
r- 
c 


Les potentiels (14-6) constituent les « potentiels de Liénard et Wiechert » : la particule, pour un observateur donné et 
un temps d'observation donné, y est considérée dans sa position retardée; la vitesse v, est la vitesse retardée. 


H. RETOUR SUR L'APPROXIMATION DU DIPOLE OSCILLANT. 


Spécialisée au cas du dipôle oscillant, (14-6) est, au premier ordre en v,/c, équivalente à l'expression approchée (13-3) 


du potentiel-vecteur. 
Le potentiel scalaire devient : 
q 1 1 1 


-=+ 


Fe FR, 57 


IRI 


: v 
En développant au premier ordre en — et en —, nous obtenons 
3 r c 


q 1 { FR ge n) 
V = — + ; 
ânes FU P cer 
expression identique à (13-7). Ainsi, l'expression de V, même dans le cadre de la solution approchée du chapitre précédent 


fait intervenir deux quantités petites : BI | et # ;il est impossible de négliger la seconde par rapport à la première, comme 
F 


| dans (13-4), mais il devient essentiel de tenir ici compte, au moins de manière approchée, du dénominateur caractéristique 
des potentiels de Liénard et Wiechert. 


CHAMPS D'UNE CHARGE PONCTUELLE ANIMÉE D'UN MOUVEMENT DE TRANSLATION 
UNIFORME. 


m 


Dans les potentiels (14-6), aucune restriction n’est imposée à la trajectoire et à la loi du mouvement de la charge q. 
Ici, nous allons nous intéresser plus particulièrement au cas où le mouvement de la particule est rectiligne et uniforme : 


on peut alors tirer des potentiels, relativement commodément, les deux champs Eet B, et par suite décrire des interactions 


électromagnétiques entre particules chargées en translation. 
Soit x'x laxe parcouru par la charge q à la vitesse constante v. L'observation se fait en M, à un instant qu’on prend 


comme origine des temps. La particule est alors en 0 (position instantanée), qu’on prend comme origine d’un système 
orthonormé dans lequel M a pour coordonnées Xo, Yo €t Z0. La position retardée de la particule est P, correspondant à 
l’abscisse x. (On pose PM = r; OM = Fr; PM = r; OM = ro.) 

Dans (14-6) intervient la quantité : 


sS=r-— r= p'o- x) ave B=- 
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CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION RIGOUREUSE. © (SUITE) 


La position retardée est déterminée par la condition : 
PM PO 
ce v 


s=(1 = BP) r= Bexo 


x= = p'r 
D'où 


Le théorème de Pythagore appliqué à P,HM donne d'autre part : 
HM SM Fia. 14. 
o — x} + HM? = r? = OM? — 2x,x + pr? 1G. 14.4 


Soit 


— 


1 — BP? = r — 2xox = rê + xer 
Il vient ainsi : 

s? = (1 = PPr? — 280 — B?) xo'r +p ?xi 
= (1 P — 8°}? — 26xor] + px 
= (1- pjr? + px? 
= x5 + (1 — By + z3). 

(14-6) nous donne alors : 


q 1 
Vo Yos Zo À = -——. 
VU M Vite 


z (Électromagn. 14-7) 
ra Hog r 
Alxa Yos Zo t) = = 


treo Sx? + (1 — BA? + 29) 


Nous en tirons les champs électrique et magnétique : 


Ē =- grad V — “4 (Électromagn. 6-10) 


L OES (Électromagn. 5-6) 
B = — rot À 


La dérivation du potentiel scalaire est sans difficultés; elle donne : 


ôV g_ As) _ 4 Xo 

0% Ames Ôxy dns $ 

ôV a(1/s y 

Yo 4neo Yo Ateo S 

ôy ô(1/s z 
APE a LO S ki (1 — 82). 

ÔZo nés  ÔZo Ateo S 


La dépendance en temps de À n’est pas explicite : elle s’introduit en fait parce que la position instantanée O dépend de 
l'instant d'observation. Si celui-ci varie de dt, O vient en O’ avec OO” = ÿ dr. Les coordonnées de M, qui étaient les 
composantes de OM, deviennent celles de O'M = O'O + OM soit : (Xo — v di), Yo, Zo. Les variations des coordonnées 


de M sont donc : dx, = — v dr: dy, = dz, = 0. On peut par suite écrire : 
ôA  6Â 
aT TP ôxo 
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14 CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION RIGOUREUSE. (SUITE) 


À n'ayant de composante non nulle, comme #, que À, il vient 


= = pA a a %o)_ L, — 20 
ôt xo 4T \ 7 4ne, «7 \ s 
Finalement, nous obtenons : 
x 
EG) g =La pp 
ATE S REg S 


(Électromagn. 14-7) 


ARE S 


Ë= ia q — f?) f (Électromagn. 14-8) 


On voit donc que le champ est radial et colinéaire à l'axe qui joint le point d'observation à la position instantanée de 
; la particule. Ainsi, tandis que le calcul des potentiels fait intervenir normalement la position retardée, le champ électrique 
| se dispose autour de la position instantanée. 
| 


(On remarquera que la présence du terme en s? empêche Ë de garder la symétrie sphérique du champ coulombien : 
la symétrie n’est plus que cylindrique, avec pour axe la trajectoire de la particule. A distance ro fixée entre le point 
d'observation et la position instantanée, le champ Z est plus 
| intense vers le plan perpendiculaire à la trajectoire passant 
par O que dans la direction de la trajectoire.) Quand £ tend 
vers 1 (c’est-à-dire quand la vitesse de la particule tend vers 
sa valeur limite c), le champ se concentre de plus en plus 
| dans la zone «équatoriale» : un observateur ressentira 
- une sorte de choc électromagnétique quand la particule 
| arrivera à sa hauteur; auparavant, et après, il ne notera 
qu'un champ beaucoup plus faible (à distance égale) que 
l celui que produirait une particule immobile. 


Du potentiel vecteur À de (14-7) on tire : 


qu'on peut récrire, avec (14-8) : 


> 1 = z 
B = si Ta E (Electromagn. 14-10) 


Le] 


Fig. 14.5 


On voit : 


qu’à la limite A = 2) — 0, s tendant vers ro, Ë redonne le champ coulombien de la particule fixe, 
c 


que dans les mêmes conditions, B redevient le champ de la loi de Biot et Savart. 

Dans un ċas particulier, nous avons ainsi une expression explicite du champ électromagnétique créé par une particule 
Chargée en mouvement. Appliquons les formules obtenues à une évaluation des interactions d’origine électromagnétique 
entre particules chargées. x 
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CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION RIGOUREUSE. 


al 


(SUITE) 


IV. LES FORCES DE LORENTZ SONT-ELLES DES INVARIANTS GALILÉENS ? 


Dès qu'a été introduite l'expression de la force de Lorentz 


F= qE +58) 


(Électromagn. 6-1) 


agissant sur une charge q placée dans les champs électrique Ë et magnétique B, nous avons remarqué que, du fait de la 
variation de la vitesse ? de cette particule, qui intervient dans (6.1), F ne sera, comme l'exige la Mécanique classique, un 
invariant galiléen que dans la mesure où les champs E et B varieront eux-mêmes dans un changement. de repère, et de 


manière à compenser exactement 


donc la possibilité de calculer le champ électromagnétique créé par 


repère galiléen, et ainsi, de réaliser des « changements de repère » pour le champ électromagnétique, au moins dans un 


cas particulier. Dans la limite de celui-ci, nous pouvons enfin tester l’invariance galiléenne de forces de Lorentz. 


Considérons par exemple deux charges q égales, immobiles 

dans un repère S où elles sont séparées de 2a. Elles interagissent 

dans S par une simple force de Coulomb : ainsi celle du 

point À subit-elle une force dont la seule Composante non nulle 
est : 

2 
Ponto 
Areg(2a)? 


(Électromagn. 14-11) 


Retrouvons-nous cette force avec (6-1), (14-7) et (14-9) si nous 
observons les deux charges d’un repère S” en translation uniforme 
de vitesse — v, parallèle à Ox par rapport à S. 


Dans (5) les deux charges sont en translation uniforme parallèle à O'x’ à la vitesse v; elles restent en face l’une de | 


l’autre et distantes de 2a. A un instant donné, quand la charge supérieure est en 4", elle subit un champ 


qui, comme on l’a vu, est centré sur la position instantanée, soit B’, de l’autre particule, 


Nous devons donc, 


électromagnétique | 


pour calculer les différentes composantes de ce champ, appliquer les formules (14.7) et (14.9) ! 


(Électromagn. 14-12) 


avec : 
Xo=0 Yo=0 2, = 2a 
D'où : 
LL R2 
Bet ; E,=0 ; E,=-2 28°) _ 4 = 
Areo An O1 pe 
Bi =0 ; B,=0 ; RS £2. w 


La vitesse de la particule a pour seule composante non nulle v 


F.=0 F,=0 
Fy = qEp + qoy ' B, = L.l Lay 2) 
z = QE, + qoy’ B, = : | Loëo® 
"4m Re) V1- p H 
soit 
pa 1 0-A gvi-p 


a, âne, (2a)? 


VA -P 


Axe, (2a)? 
(14-13) reste distincte de (14-11). 
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= v. (6-1) nous donne finalement : 


(Électromagn. 14-13) 


14 CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
D'UNE CHARGE PONCTUELLE. 
SOLUTION RIGOUREUSE. NER 


Ainsi au terme de tous ces développements sur la théorie classique de lElectromagnétisme, nous restons confrontés 
avec une incompatibilité entre les résultats qu’elle nous fournit et les exigences de la Mécanique classique. 


V. CONCLUSION. 


D'autres incompatibilités se manifestent d’ailleurs : la théorie de Maxwell a eu pour principale conséquence peut-être 
de mettre en évidence l'existence d'ondes électromagnétiques qui se propagent dans le vide avec la vitesse : 


c = (Eoo) 1? 


Or & €t Ho devraient être des constantes universelles, et indépendantes du repère où l’on se place : on voit mal 
comment, en ce qui concerne le « vide » on pourrait distinguer l’un de l’autre deux repères galiléens. On est ainsi conduit 
à postuler que les ondes électromagnétiques ont même vitesse c dans tous les repères galiléens, ce qui est incompatible 
avec les règles classiques de composition des vitesses. 

Nouvel exemple d’incohérence entre mécanique newtonienne et électromagnétisme : après des décennies d'efforts tant 
expérimentaux que théoriques, la Mécanique Relativiste devait retoucher les conceptions newtoniennes pour les rendre 
compatibles avec le comportement des champs électromagnétiques et des particules chargées. 

Ainsi, une étude de la Relativité, (au moins de la Relativité Restreinte), doit-elle suivre nécessairement l'exposé qui 
s’achève ici des principaux résultats de la théorie de Maxwell. 
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nétiqu 
d'une charge ponctuelle. 
olution rigoureuse. 


EXERCICES 


[14-1] Justifier (144) par un calcul direct : on se bornera à étudier un modèle à une dimension, la particule ponctuelle de 
charge q décrivant un axe x'x à la vitesse constante v ; le point d'observation M est lui-même sur x’x. On décrira la 
densité (singulière) de charge associée à la particule par une distribution de Dirac, 


Prenons le point d'observation M comme origine sur x'x et l'instant d'observation comme origine des temps; l'équation 
du mouvement de la charge est en : 


X = Xo + ot. 


La densité p(x, f) associée à cette charge ponctuelle est gô(x — À) soit q + (x — x, — vr). 
7 EA ge 
ii de AS f x v 
La densité retardée à l'instant £ est par suite : px t — aj = adx ~ Xo — vt + = |x] |. Pour x < 0, v > 0, nous trouvons ; 
c c 


a a(1 — 2) — Xo — "|; pour x > 0, v>0: ad a(1 + 2 = Xo — Ut |, etc. et si nous faisons t= 0, il reste finale. 


ment : gô qi Fj — x, | le signe F dépendant du mouvement de la charge : vers l'observateur, ou fuyant l'observateur. 
pe 
D'après les résultats de l'exercice (2-5), nous obtenons une densité de charge en : 


C Xo 


1 jx — 70 
EITE 
€ € 


; ; ; a : x 
ce qui nous détermine la position retardée ——"2— et ja charge apparente 
v 


7 17 
1F- | 


A ————_—_—]—_—]—_]—— 


[14-2] Justifier la figure 14-3 et le calcul correspondant. 


Imaginons un repère (XYZ) lié au cube chargé mobile; la densité de charge p y est confinée au domaine défini par les 
inégalités : 
0O<X<a , 0O<Y<a, 0<Z<a. 


Les axes de ce repère restent parallèles à ceux du repère « fixe » (xyz) où a lieu l'observation, et 
qui sont orientés de telle manière que la direction Ox soit la direction d’observation (qui joint la 
position retardée de la charge ponctuelle au point d'observation M) et que la vitesse retardée D, 
soit dans le plan (x, y) où ses composantes sont v, et v. 

On prendra comme origine des temps l'instant où les « messagers » entrent dans la face 
X = 0 du cube, et on supposera qu’à cet instant les axes des deux repères sont confondus. 
Un point de coordonnées X, Y, Z dans le repère mobile, aura, dans le système fixe, à l'instant z, 
les coordonnées : 


X= X +t = ŸY+ot z=Z. 


Au même instant, les messagers seront en x = ct. Rencontreront une densité de charge Fic. 14.7 


v ; „0 v 
ceux pour lesquels : Y = (y — y) = [y -2.x est compris entre 0 et a, soit Txs y<a+ + 
c 


vy E * b. 
x, et pour lesquels X = x — ut = x{ 1 — -2 lest également compris entre 0 et a, ce qui impose : 0< x < (on garde par- 
c i 


X 


le 


tout 0 < z < a). z 
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EXERCICES |14| Champ électromagnétique 
| d'une charge ponctuelle. 
Solution rigoureuse. (SUITE) 


Au total, les messagers noteront la présence de la densité p dans un parallélépipède droit dont la hauteur (parallèle à l’axe Oz) 


5 < pr v 
vaut a, et dont la base est le parallélogramme hachuré de la figure ci-dessus, où langle ọ est défini par tg ọ = Z 


[14-3] Vérifier que le champ Ë (148) d'une charge ponctuelle en mouvement uniforme satisfait au théorème de Gauss. 
Pourquoi cette propriété est-elle nécessaire à la cohérence des résultats? 


Le champ (14-8) doit satisfaire aux équations de Maxwell, parmi lesquelles figure le théorème de Gauss (as Ë = 2 


CERE aale : : Ce 
le flux à travers une surface fermée S du champ Æ, pris à un même instant t en tous les points de S, soit (z), doit être égal 


ici à 0 ou + suivant que la position instantanée et à l'instant t de la charge est extérieure ou intérieure à S. Bien que le champ 
E 


` ` 


0 
électrique ne soit plus coulombien, il est obligatoire qu’il continue à satisfaire à cette propriété fondamentale. Notons 
au passage la simplification considérable qu'apportera au calcul de & le fait que Æ, pour la charge en mouvement uniforme, 


p ¥ 


« rayonne » à partir de sa position instantanée, qui est celle que considère le théorème de Gauss. 


Profitons du caractère radial du champ Ë pour calculer son flux à travers une sphère de rayon r centrée sur la position 
instantanée de la charge. Adoptant des coordonnées sphériques axées sur la trajectoire rectiligne de la particule, nous avons 


en effet : 
7 _ R? 
-+f rajar EE 
ÅTEo Jo=0 s? 
avec 
s$? = r[cos? 0 + (1 — 8°) sin’ 6]; 
d’où 


= 4f d8 : sin O[cos? 8 + (1 — B?) sin? 077°? (1 — p°). 
Ovo 
Avec x = cos 8, l'intégrale s'écrit : 


a-e ata- p + p 


-1 


Avec t = 


se t aprè l manipulations, on transforme en > l "e (: B ) 
, et après quelques mani i —- = ; 
[i-p p BJ, a+)? °” A-F 


On intègre finalement avec t = sh 9; il vient : 
1 [” sh to=®9 ch ọ 


1 2 
do =— [th o]: =~ th po = 2. 
B —argsh to ch? p B É p 


Au bout du compte, on trouve bien & = 2 


čo 
= 1 à E ? 2 
Calculons maintenant div E = — DRE, Nous trouvons : Le { d | = 0; (la seule déri- 
Fr? ôr r2 ôr Ur2[cos? 9 + (1 — p’) sin? 87°” 


vation qui intervienne ici est celle par rapport à r, parce que le champ est radial. La dépendance par rapport à 0, qui n’apparaît pas 


pour un champ coulombien, n’est finalement pas prise en compte : seule compte la variation en — par rapport à r, qui 
r 
reproduit celle du champ coulombien). 
L'expression div Æ n’est pas déterminée pour r = 0; en fait, elle présente la même singularité sur la charge que si celle-ci 
était au repos. Le calcul fait plus haut pour la sphère centrée sur la charge, et dont le rayon est indifférent (et peut donc tendre 


vers zéro), nous permet de reproduire ici les résultats du chapitre 3 : div Ē = TZ. (M), ce qui achève la démonstration 
demandée. Fo 
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EXERCICES 114) G ip électromagnétique 
d'une charge ponctuelle, 
Solution rigoureuse. © (SUITE) 


[14-4] Montrer la concentration du champ électrique au voisinage du plan passant par la charge et perpendiculaire à sa vitesse 
en calculant son flux (q) à travers une calotte sphérique centrée sur la charge et limitée par un cône axé sur la trajectoire 
z 
et de demi-angle au sommet «. | 0 < a <3 > et en montrant que la contribution essentielle au flux total provient 
T 
des régions où « est voisin de 7 et ce, d'autant plus que £ est plus voisin de 1. 


On doit, en fait, reprendre le calcul mené dans l'exercice précédent, mais en limitant le domaine d'intégration. On a 
ainsi, étant le flux total : 


a 


(a) = ð 3] dô sin 6[cos? Ø + (1 — 8?) sin? 9]- #2 
“g 


soit, en reprenant les changements de variable faits plus haut : 


(a) = è . | A <a] avec p, = Arg sh [FÉES | 


B Vi- f 


soit 


a) -2f - cos & 1-2 cos & | 
r VIL = B?) + p? cos? à 2 V1 — 2 sin? a 


ð 
Cette expression est toujours plus petite que za ~ cos à) qui correspondrait au champ coulombien (8 = 0) : elle ne Pégale 


ui Fit A k ; : p p one 
que pour « = 0 et a = 7 Ainsi, si le flux total a la même valeur quel que soit B, il le doit au fait que les contributions des 


régions voisines de g = 5 Compensent les contributions insuffisantes de la région axiale (x & 0). 


OOO 


[14-5] Une particule de charge q décrit Paxe Ox d'un système fixe y 
(Oxyz) à la vitesse constante v ; son abscisse est mulle à Pins- 
tant £ = 0. A Pinstant z, elle est observée d’un point P(x, y, z) : 
la position instantanée correspondante est 2 , la position retardée 
F,; avec B P = r# PP = r, calculer #’ en fonction de ¢ et r’, 
Résoudre en ¢’ en fonction de X, y, 2, t. En déduire l'expression 
(14-7) à partir de (14-6). (C’est une manière un peu différente 
de mener le calcul du potentiel scalaire.) 


# 


r à 

Onaf=t-—, D'où : e(t — t) = (x — ot)? + y? + z, ZP 
€ 

Fic. 14,8 


(0? — PW? — Axo — cp + x2 à Y+ er O, 
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EXERCICES |14 Champ électromagnétique 
d'une charge ponctuelle. 
Solution rigoureuse. (SUITE) 


v v? Lu 
1 t= |t =] a — 0) + [1 — — o + 22) 


c c c c? 


On doit toujours avoir #’ < t; examen du cas x = 0 permet de conclure que seul le signe — doit être conservé. En reportant 
dans r’ = e(t — t'}et 


1 
D PRAE: EE 
nés Dr" ne v 
r= r = —=(x — vf) 
c 
il vient 
1 
y = 1 
ARE v2 
(x — ot}? + [1 — — (y? + 22) 
ec? 
qu'on peut d’ailleurs récrire : 
q 1 1 


La relativité restreinte nous permettra d’ailleurs d'interpréter l’ensemble des facteurs : 


— le dénominateur fait intervenir les nouvelles coordonnées après transformation de Lorentz 
— le facteur (1 — 87)" 1/7 traduit que V est partie d’un « quadrivecteur potentiel », qui subit lui aussi cette transformation. 
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